Chapitre | Modélisation et Simulation

I.1.Introduction

Un procédé est une méthode, technique utilisée pour la réalisation d’une tache, ou la fabrication d’un
matériau ou d’un produit fini.
@ Les chimistes s’intéressent principalement a la transformation de la matiére
® Lesingénieurs s’intéressent aux aspects techniques et scientifiques et aux aspects liés : aspect
économiques, aspect environnement, aspects sociaux, gestion des risques...
Les impératifs économiques obligent les entreprises de réduire les couts de produire rapidement et de
maitriser la production. L’amélioration de la qualité technique des produits nécessite la modélisation

et I’optimisation de leurs procédés de fabrication.

La modélisation et la simulation sont devenues des pratiques courantes dans de nombreux
domaines scientifiques et techniques et en particulier en Chimie. Elles s'imposent souvent lorsque

I'expérience réelle est :

1. trop difficile,

2. trop dangereuse,

3. trop codteuse,

4. trop longue ou trop rapide,
5. éthiquement inacceptable,

6. ou méme impossible a réaliser.
1.2. Deéfinition

1.2.1. Modélisation

Modélisation est une construction d'un modéle en fonction des objectifs d'une étude particuliére.
La modélisation est la conception d'un modele, selon son objectif et les moyens utilisés (par
exemple : modélisation de la libération contr6lée d’un principe actif). Le mot modélisation est aussi
trés utilise dans le monde du graphisme, ou I'on modelise des objets en 2D ou en 3D. 1l s’agit de
construire une représentation la plus proche possible du fonctionnement réel afin d’en analyser le

comportement.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le
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L’objectif de la modélisation est d’établir un systéme d’équation qui permet connaissant les entrées
(X) du modeéle et de calculer les sorties (Y) du modéle. En génie des procedes, on peut distinguer

deux objectifs majeurs a la modélisation :

1. T’acquisition et la capitalisation de connaissances, d’une part ;

2. le controle et la supervision du procédé, d’autre part.
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Figure 1.1. Principe de modélisation.
1.2.2. Modeéle

Modele est une représentation, forcément simplifiée d'un objet, d'un phénomeéne construite dans le
but d'en faciliter I'étude, d'en mieux comprendre le comportement, d'en prédire les propriétés, d'en
prévoir I'évolution etc....Représentation, forcément simplifiée d’un objet, d’un phénomene construire
dans le but d’en facilité 1’étude, d’en mieux comprendre le comportement, d’en prédire les propriétés,

d’en prévoir I’évolution ... etc.

En génie des procédés, le terme "modele" se réfere a un ensemble d’équations mathématiques
construit sur la base de données expérimentales acquises sur le systéme réel et permettant de
représenter les relations entre les sorties et les entrées du systeme. Il existe différents types de modéle
permettant de répondre aux différents objectifs présentés précédemment. La construction d’un
modele s’appuie sur deux facteurs clé : ’expérience et la connaissance. Ces deux facteurs sont liés,
I’analyse des données expérimentales conduisant forcément a un approfondissement de la

connaissance. La capacité a développer un type de mode¢le plutot qu’un autre va dépendre en grande
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partie de la connaissance théorique que le modélisateur a du systéme et de l’information

expérimentale disponible.

De maniere trés schématique, on peut classer les modéles en quatre grandes classes (figure 1.2):

1. les modeles empiriques (ou modeéles comportementaux), basés uniquement sur
I’information expérimentale ;

2. les modeles de connaissance pure basés uniquement sur la connaissance théorique du
systeme ;

3. les modeles phénoménologiques ;

4. les modeles « hybrides ».

Ces deux derniers types de modeles permettent de pallier les inconvénients des modeles empiriques

et des modeles de connaissance pure.
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Figure 1.2. Différents types de modéle en génie des procédés.
1.2.3. Simulation

La simulation numérique ou informatique désigne I'exécution d'un programme informatique sur un
ordinateur en vue de simuler un phénoméne physique reel et complexe (par exemple : chute d’un
corps sur un support mou). Elle repose sur la représentation d’un phénomeéne par un modéle composé
d’équations, elle permet d’en étudier le fonctionnement (actuel et futur) et les propriétés. Il ne s’agit

pas de representer le réel mais de se comporter comme dans la réalité.

[ Simulation numérigue = Modélisation aux résultats numérigue ]



https://fr.wikipedia.org/wiki/Programme_informatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ordinateur
https://fr.wikipedia.org/wiki/Simulation_de_ph%C3%A9nom%C3%A8nes
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1.2.4. Modélisation moléculaire est un ensemble de techniques pour modéliser ou imiter le
comportement de molécules. Elle consiste a construire des modeéles des molécules ou d'ensemble de

molécules, dans le but de mieux en comprendre la structure et les propriétés.
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Figure.l.3. Molécule de paracétamol "CgHoNO>" 3D et 2D.

[ Modélisation moléculaire = Description des molécules et leurs interactions ]

1.3. Méthodes de réesolution des systémes d’équation algébriques (SEA)

1.3.1. Résolution des équations d’état RK et RKS en utilisant Excel et un autre logiciel pour un

gaz pur et un mélange de gaz

Aujourd’hui, les ingénieurs du monde utilisent les équations d’état pour 1’estimation des
propriétés thermodynamiques et physico-chimiques des fluides (masse volumique, enthalpie,
fugacité...etc).Les équations de RK et RKS ¢étaient des équations capables de représenter la
coexistence vapeur liquide. La pression (P) est liée a la température (T), a la constante de gaz ideal

(R) et au volume molaire (V) via:

A. Equation de REDLICH KWONG (1949)
Redlich-Kwong (1949) RT a

225

a=04278

pc

b=0. 0867£

Pe


https://fr.wikipedia.org/wiki/Technique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mim%C3%A9tisme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mol%C3%A9cule
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: Pression (KPa)

P
V : volume molaire (L/mol)
R : Constante de gaz parfait (3.814 Joule/mole.K)
T : Température (K)

Tc: Température critique (K)

Pc : Pression critique(KPa)

B. Equation de SOAVE-REDLICH KWONG (1972)

Soave-Redlich-Kwong (1972) RT a(T)

Modélisation et Simulation

P v +b)

a(T) = 0.4274(R 7. )1+ m[l —(1)“-5]}2
p. T,

m =0.480+1.570 —0.176wm>

b =0.08664 RT,
P

w : Facteur acentrique

Le facteur acentrique est un nombre conceptuel introduit par Kenneth Pitzer en 1955, couramment

utilisé dans la description de la matiére en thermodynamique, notamment pour la caractérisation de

composés purs. Le facteur acentrique o d'un corps pur se calcule selon la

w = _loglo(Prsat) -1 d TT = 07
T : Température ;
T, = Tl : Température réduite ;
Cc
T : Température critique du corps pur ;

Psat . , A
psat = - Pression de vapeur saturante réduite ;
C

P : Pression critique du corps pur.
T.=0.7 = P5% =0.1

formule :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Kenneth_Pitzer
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- Les méthodes de résolution des systemes d’équation algébriques (SEA) peuvent étre deux
linéaire et non linéaire (SEAL et SEANL). Elles sont mentionnées dans 1’organigramme
suivant :

- Les SEAL et SEANL proviennent généeralement de la modélisation en régime stationnaire.

- Lanon linéarité provient de la représentation de la cinétique et thermodynamique.

- Les SEAL et SEANL aussi proviennent lors de résolution des équations différentielles par la
méthode des différences finie.

- Dans la modélisation des systemes en génie des procédeés trés souvent le systeme obtenu est

un systéme dit "Creux".

Méthodes de
résolution de
SEA

Méthodes de Méthodes de
résolution de résolution de
X SEAL !
. I
1 | | .

SEANL

y R\
Indirect 1. Méthode de points fixes

P
1. Méthode d'élimination de
Gauss

2. Méthode de décomposition de

1. Méthode de Jacobie
2. Méthode de Gauss-Seidal

2. Méthode de Newton
3. Méthode de quasi-Newton
4. Méthode de sécante

- /

Crout
3. Méthode de Jordon

.| 4. Méthode Cholseky
. 4

3. Méthode de relation

1.3.2. Quelque méthodes de résolution des systémes d’équation algébriques linéaire et non
linéaire (SEAL et SEANL)
Un SEAL se présente sous forme de Ax =b

An1X1 + ApaXy + o+ AppXy = by
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a1 Q12 QAin\ /X1 by
Az1 Qzp Qzn || X2 | =] b,
An1  Anz2  Qnn/ \Xn b,

Les méthodes de résolution des systémes d’équation algébriques linéaire(SEAL), peuvent d’étre

direct et indirect. Le tableau suivant résume les différences entre les deux méthodes

Meéthode Direct pour résoudre les SEAL Meéthode Indirect pour résoudre les
SEAL
- Dimension de matrice < 100 ; - Dimension de matrice > 100 ;
- Donnent des résultats exacts (sans - Donnent des résultats approximatifs
erreurs) ; (avec erreurs).

- Aest une matrice pleine (ne contient pas

de zéro.

A. Méthode Direct pour résoudre les SEAL

1. Méthode d'élimination de Gauss
2. Méthode de décomposition de Crout
3. Méthode de Jordon

4. Méthode Cholseky

Exemple :

4‘X1 +4‘XZ - 3x3 =3
—le + 3x2 _x3 = 1

3 3 -1\ /%1 5
-2 3 -1/ \x3 1

Ax=b-x= A"1b

{le+3xZ_X3=5

On cherche toujours A~1

_,_Com™(4)

~ det (4)

Avec det(A) #0
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A1 =inv(A) dans logiciel Matlab
2 3 -1\ /%1 5
-2 3 -1/ \X%3 1
Ax=b
L ol4 3| 14 -3|_,|4
det(a) =+2|; T3|-3|2, -1
det(A) = +2(—4 +9) — 3(—4—6) — 1(12 + 8) = 20

det(4) # 0 = Possibilité de A~!

[t Sl 1% 5 \
Com(4) = | — 2 :1 +|2 _1 |
+431 :g _|4 —3 +|4 4/

5 10 20
Com(A) = ( 0 -4 -12
-5 2 -4

5 0 -5
ComT(4) = (10 -4 2 )

20 —12 —4
1/5 0 =5
A‘1=% 10 —4 2
20 —12 —4
L 1
4 4
41|11
2 5 10
. .3 1
5 &5
x= A"1pb
1 1
4 4
X1 1 1 1 5
21517 75 10 |7\3
X3 ) 3 1 1
5 5
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A. Méthode d’élimination de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pour transformer un systeme en un autre systeme

équivalent (axant les mémes solutions) qui est triangulaire et est donc facile a résoudre. Les opérations
autorisees pour transformer ce systéme sont :

= échange de deux lignes.

multiplication d'une ligne par un nombre non nul.

addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne.

En mathématiques, plus précisément en algébre linéaire, [I'élimination de Gauss,
appelée méthode du pivot de Gauss.

aussi

Ax=b-oA.x=h

Avec : A matrice triangulaire supérieure

2 3 -1\ /% 5
4 4 =3 |[{X2]=|3
—2 3 =1/ \X3 1
1« LZ — 2 % L1
VLg+ 1Ly

2 3 -1\/* 5
0 6 —2/\X3 6

lL3+3*L2

2 3 -1\ / 5
b -
0 0 -5/\x3/ \-15
~15
===
74X _T-3_4_

2 2 2

X3 3

_2x2 — X3 = _73.7('2 =



https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Alg%C3%A8bre_lin%C3%A9aire
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2x1+3x2—X3=5:,>X1= 2 = 2 E:

()3

B. Méthode d’élimination de Gauss-Jordan

En mathématiques, plus précisément en algebre linéaire, I'élimination de Gauss-Jordan, aussi

appelée méthode du pivot de Gauss.

—_

1 0 0
Matrice A doit étre une matrice unité (0 0)
0 0 1

L : Ligne

|

N—PN
w b w
[
e N
N~
-
xR X R
w N =
~__—
Il
-
== W Ul
~_

Ly
l_
2
§ __1 X1 E
2 2 |[x,) =2
4 4 3|\, 3
3
-2 3 -1 1
lL2—4*L1
lL3+2*L1
E __1 X1 E
2 2 X, | = 2
0o -2 -1)\} -7
3
0O 6 =2 6
L,
(—=2)
3 -1 5
1 g — x -
2 2 1 2
1 X2 | =17
Loz \ws/ |3
0 6 -2 6

lL3—6*L2


https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Alg%C3%A8bre_lin%C3%A9aire
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3 -1 5
Ly 7\ 2
01 1+ (xz)z 7

X3 2
0 0 -5 —15
3
J’Ll_E*LZ

oo 27 \ %)
Ly
(—5)

—_
o
»—\-|>|L|n
~_
~

l L —x L

1+4* 3

lL 1 L
— —x

1 0 0\ /% 1
01 0|*2|=1|2
0 0 1/ \x3 3

C. Méthode de décomposition LU de Crout

En algebre linéaire, la décomposition LU est une méthode de décomposition
d'une matrice comme produit d'une matrice triangulaire inférieure L ( lower,) par une matrice
triangulaire supérieure U (upper). Cette décomposition est utilisée en analxse numérique pour

résoudre des systemes d'équations linéaires.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Alg%C3%A8bre_lin%C3%A9aire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_triangulaire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_num%C3%A9rique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_d%27%C3%A9quations_lin%C3%A9aires
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L.Z=bh

2 3 -1
4 4 -3
-2 3 -1

VLy+ 1Ly

J«LZ—Z*LI

2 3 -1
0 -2 -1
0 6 -2

lL3+3*L2

2 3 -1
U= (O -2 -1
0 0 -5

Li+Li=-2+1=—-1:(-1)

Ly +3+L, = +3(-2) = —3:(-3)

1 0 O
L= 2 1 0
-1 =3 1

Ax=Db
LUx=b

LZ=5b
1 0 O 2 3 -1 X1 5
( 2 1 0]+ (O -2 —-1]+=* <x2 = <3>
-1 -3 1 0 0 -5 X3 1
1 0 O Z 5
-1 -3 1 Z3 1
Z 5
Z3 —-15
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2 3 -1 X1 Z
0 0 -5 X3 Z3
2 3 -1 X1 5
0 0 -5 X3 —15
X1 1
X3 3

D. Méthode de factorisation de Cholsekx

La factorisation de Choleskx, nommée d'aprés André-Louis Choleskx, consiste, pour

une matrice symeétrique définie positive A, a déterminer une matrice triangulaire inférieure L telle
que : A=LLT.
-A est symétrique : A= AT

-A est définie positive : tout les déterminants de la matrice A sont >0

1 -1 2 a 0 0 a b d a? ab ad
A=(—1 5 —4>= <b c O)*(O c >= ab b?+c? bd + ce
0 0

e
2 -4 6 d e f f ad bd+ce d?+e?+f?
1 -1 2 1 -1 2
-Aestsymétrique : A=AT;A=(-1 5 —4|=AT=(-1 5 —4
2 -4 6 2 —4 6

-A est definie positive : tout les déterminants de la matrice A sont >0

)

det(A)=+1|_54 _64|—(—1)|_21 _64|+2|_21 =

det(4) = (30 — 16) + (—6 + 8) + 2(4 — 10)
det(4) =14 +2—-12
det(A) =4>0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Andr%C3%A9-Louis_Cholesky
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_sym%C3%A9trique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_d%C3%A9finie_positive
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_triangulaire

Chapitre | Modélisation et Simulation

a’?=1=a=1

ab=-1=b=—=b=-1

2 2
ad =2=d=—=—-=d =2
a 1

b’ 4+c?=5=3c=V5-1=c=2

~4—bd _ —4—(-1)(2) -4+2

=1
c 2 2 ¢

bd +ce=—-4=e =

d’+e’+f?2=6=2f2=6—-d*—e?=6—-4—-1=1=f=1

1 0 O 1 -1 2 X1 5
G306 T 6
2 -1 1 0 0 1 X3 1
1 0 O Y1 5
ERR RO
2 -1 1 V3 1

3+y1_3+y1
2 2

V1 + 2y, =3=y, = =y, =4

1 -1 2 X1 Y1 5
0 O 1 X3 V3 -5

X3:_5
4+x3 4-5
2x2_X3:4:>x2: 5 = > — —

1 1
xl_xZ+ZX3=5:,>x1:5+x2_2x3:,>x1=5+§_2(_5)=5+E+10

10+1+20 31
= Pu=
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B. Méthodes Indirects pour résoudre les SEAL

Ils sont des méthodes itératives de résolution de SEAL :
1. Méthode de Jacobie
2. Méthode de Gauss-Seidal
3. Méthode de relation

1. Méthode de Jacobie

Méthode de Jacobie est une méthode itérative de résolution d'un systeme matriciel de la
forme Ax = b. Pour cela, on utilise une suite x® qui converge vers un point fixe x.
La méthode de Jacobie est appliquée au systéme Ax=b et convergente pour tout x(® si la matrice A

est une matrice a diagonale strictement dominante.

Axx=b
a1 412 QAip X b
1
az1 Az QA2pn X, b
2
\anl an2 ann/ X b
n n

a11x1 + a12x2 + b
a21X1 + azzxz +

+ alnxn = b1
+ aann = bl

anlxl + anzxz + b

( n
1
(K+1) _ (K) )\ — (K)
X1 = a_u(bl T Qi2Xp T T T QanXy ) T an by - z a1j%;
j=2,j#1
1 1 c
(K+1) _ (K) K\ = (K)
x2 —_ a_zz(bl - a21x1 - aann ) —_ a_zz bz - azjxj
4 j=1,j#2
1 1 n-1
(K+1) _ (K) (K) — (K)
Xn T o (bl I an(n—l)x(n_l)) 2 bn — z AnjX;
L nn nn j=1j#n

n

1 Z
(K+1) _ (K)
xl. = —. bl' — al-jxj

Jj=1,j#i

On dit que A est a diagonale strictement dominante si :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_(math%C3%A9matiques)
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Condition suffisante de convergence
Critere d’arrété

0D — x| < &
€ : Précision donnée "Erreur"

|lc]l : Maximum de nombre de ligne de ¢ nombre d’itération nécessaire pour atteindre une précision.
1—|lcll
Ing———57—¢€
K > ( [l -xO] )__1
In(c)

Exemple : Combien faut il d’itération d’un exemple précédent pour atteindre une précision de
=103

In(c) : Rayan spectral de ¢

A~ in =1 _ 0,001
[loct —xO| 1= 1.75 1
In(c) 1.39

llxt — Il =

Exemple :
1OX1 — X2 + ZX3 - 3.X4 =0
X1+1OXZ_X3+2.X4 = 5
2xq1 + 3x, +20x3 — x4, = —10
3X1 + ZXZ + X3 + ZOX4 = 15

x©® =(0000); ¢ =5.1072

n
R Z lai;| 10 > 6 (I-1] + [+2] + |-3])

j=Lj#

n
P Z lai;| 10 = 4 (1] + |—1] + |+2])
j=1,j#i
n
|ass] > Z la;;| <20 = 6 (|+2] + |+3] + |—-1])
j=1,j#i
n
|| = Z la;;| <20 = 6 (1431 + |+2] + [+1])

j=1,j#i
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Vilag;| = Z;'lzl,j::ilaijl = A est a diagonale strictement dominante = La méthode de Jacobie est

appliquée au systéme Ax=b et convergente pour tout x.

n

1
(K+1) _ 2 : (K)
X; =—1| b; — aijX;

i jeTy#i
k+1=1et k=0
1
P = E(O + 280 =20 4 3x(0)) (0 +(0) — 2(0) +3(0)) = 0
1
® = Lo @ g0y L _ _
x _10(0 + 2 — 2§ )_10(5 (0) + (0) — 2(0)) = 0.5

1
P = ﬁ(_10 =2 = 3x{” +x{V) = R L (~10 - 2(0) ~ 3(0) + (0)) = —

1
xg? = o= (15 = 3% — 2 —x{”) = 0(15—3(0)—2(0)_(0))20_75

g = [|x*+D —x®| =0.75 - 0| + |-0.5— 0] +]0.5— 0| + |0 — 0] = 1.75

k 0 1 2 3 4

e 0 0 0.375 0.355 0.343

RO 0 0.5 0.3 0.264 0.272

o 0 0.5 0.537 0.546 0.541

e 0 0.75 0.722 0.6906 0.698

e=x D = |- 1.75 0.637 0.099 0.033
x|

0.033 < £ (0.05)
2. Méthode de Gauss-Seidal

La méthode de Gauss-Seidal est une modification de Jacobie. L’idée principale consiste a
utiliser les nouveaux résultats obtenus.

Exemple : Ax=Db

(k+1) = clzxz + cl3x3 + b,
k+1 k+1
; ) = C§1 )xl + chzxs + by
x§k+1) cgliﬂ)xl + cé‘zxz + b,

Le nombre d’itération nécessaire pour atteindre une précision
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Ine

A6

Inf(c) : Rayan spectral de ¢

Représenter I’exemple de Jacobie par la méthode de Gauss-Seidal.

x© =(0000); ¢ =103

k +1=1 et k=0
1 1
® _ (0) (0) ) _ —
%! —E(0+x2 — 27 +3x7) = —(0+(0)~2(0) +3(0)) = 0
1 1
1 _ _ @ ©) _ 5 ,(0)) _ _ _ —
x5 = (0-x +x{” - 2x7) = G (0)+(0) ~2(0) = 05

1 1
2 = %(—10 —2® =3P +2{0) = 55 (-10 = 2(0) = 3(0.5) + (0)) = ~0.575

1 1
2P = ﬁ(15 - 3x? - 2P - x{?) = 55 (15— 3(0) ~ 2(05) — (=0.575)) = 0.75

g = [|x*+D —x®|| = ]0.7287 — 0] + [-0.575 — 0] + [0.5 — 0| + |0 — O] = 1.8037

K 0 1 2 3 4 5
X0 0 0 0 0.3536 0.3449 0.3447
RO 0 05 05 0.2584 0.1278 0.2709
x® 0 -0.575 -0.575 0.5407 -0.5403 -0.5409
e 0 0.7287 0.7280 0.8237 0.6981 0.6986
=[x D — 4O |- 1.8037 0.6947 0.064 0.045 3.75.10%

0.000375 < £ (0.01)

Algorithme des méthodes numériques de résolution des systéemes d’équations

linéaires et des différences divisées

https://www.commentcamarche.net/forum/affich-2726074-matlab-pour-methode-de-pivot-de-gauss
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Dans ce document, les algorithmes simples de cing méthodes pour la résolution des systémes

d’équations linéaires. Soit a résoudre le systéme Ax=B
1. Résolution des systémes d’équations linéaires

1.1. Méthodes directs

Soit a résoudre le systtme Ax = B, dans ces algorithmes le vecteur B est considéré comme la (n+1)™
colonne de A.

a) Algorithme de Gauss

Débit
Lire la matrice a(n,n+1)
Pour k=1 a n-1
Faire
Pour i=k+1 & n+1
Faire
w=aix/akx ;
Pour j=k+1 a n+l
Faire
Aij=aij— W.daxj 7
Fait
Fait
Fait
xn:an,n+1/ann ;
Ecrire (xn) ;
Pour i=n-1 a 1
Faire

n
X = (Aine1 — Z a.x5)/ay;
j=i+1
Ecrire (xi) ;
Fait
Fin

Remarque

Dans cet algorithme, le cas ou le pivot est nul n’est pris en considération, prévoir une interversion de

ligne dans ce cas.



