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5.2 Intégrales généralisées (impropres)

5.2.1 Propriétés et définitions élémentaires
5.1 Définitica |

“
Une fonction [ -1 B — K esi dite local ement intégrable sur |, o alle el
intégrable sur toul indervalle compact d= .

5.2 Définition | -

Sait [ une fonction définie sur (o, & wmlros dans R 0w C (—oc <a < b=
+oc), localement indégrable sur |2, b, on lu assode Ia fonction I dinie sur
[a, b et & wlenrs dans B ou © par

Wz € |m, b, Flz)= J|Ir fide.

O dit que 'intégrale de [ sor [o,b] & oo s=ns cu est convergenie si el seuls
ment =5 la Fmite de Fix) lorsque © tend vers b exisle. Dans l= ons condraire
(Ia Emite n'existe pas) on dit que Uintégrale de [ sur (a8 n'a pas de seos ou
et i vergenie.

&
On appelle cette Fmite Vintégrale mingalist de [ sur (o, b, noté Jrf[l!]dl!

belle qgue

-]
limy F'( ) = f fieyde.

Exemple 5.1.

!
1} Liﬂé_quejllr 1r|_|!! et générulisd, [o fomction | — ﬁ nest pay definie en

1.
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Soit x e [0, 1],
[ == -0
= ln(1) — In{l — x)
= —In(l — x} it T2
1
Linﬂf.‘grni'ef ITE e divergente
o

2) Soit lintégrale géndraliss _|'|‘|= {em +oo ), pour tout T £ 1 -|--:|c R O

dirnc f— CnpeTge

| 5.3 Définition |
Soit [ une fonction définie sur [a b d wlsos dans R (—ocga<b<
+oc), localement inkégrable sur [a, b, on I associe la fonction F définie sur
la, b ot & wlears dans B oa © par

"

}
Ve la,B, Flz) = J{ fit) e

O it qque Uintégrale de f sur |a,b) & oo sens oo est convergente s et seuls
ment si ln limite de F(x) lorsgue © tend vers a existe. Dans |2 o condraire
Ia Kmite n'existe pas) on dit que intégrale de [ sir o, ¥ n's pas de sens oo
el oli vergente.

On appelle cette Fmite inlégrale ginaais d= [ sr :EI.,I!I':, noké f_f[f]ﬂ.l!

tedle que

b
lim () = f fiede.
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Exemple 5.2

1
1) Frudions lintégrale générab sée J{ It dt.
i

Powr tout x €]0,1], une intégration por partie donre

1 1
flntd.[=|ilnt|'r—fd|!

= [t — i
=lofl] -1-(zhz-x)

comme limz lnx =0, alors
T—=0

1
Ii:% Imtdi=-1.

I
Li:‘l.!f.‘_quef]nlﬂi conrerge ef on o
[

JIrln.a.:u=-|.

L]

]
2} Soi lintégrale péndralisés J||r e' di. Powr tout £ €] — oo,

==

J1'.==:u=[i=l|:=|-i== .

o
alors Fintégrale Jr;e’ di ext convergente, et sa valeur est 1.
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5.4 Définition |
Sait [ une fonction définie sur |o, 8 & mleem das Roa T (-oc s ac b=
+oo), localement intégrable sur ja, &, On dit que Nintégrale de [ sur [, b et
convergenle, =0 existe E.:Elﬂ: b, tel qlll.re le= intégrales de [ sur |a,c &t o b

comvergent, m@pemfm] :le+f,r[e}=u Fintégrale gnéralisée de [ sur

|EIH:I ke ] = E
[rwa= [raaes [ poa

Remargue 5.1.
1} On protigue, pour @udier une intdgrale géndrmlisde sur |a, b, on choist une
valewr ¢ de o, . La valew de Cintégrale es indépendante de c.

c b
2} Powr c€la,b, s f_,l'l:'l!] di diverge alors J; JlE)di divergpe

Exemple 5.3,

J'EEJ!!E" est une indégrole géndmlisés en 0 = 1

Soit ¢ €], 1], Audions o nature de Jfr

1 1 1

di

T Una

H1—t) 11T

alors pour tout x €], 4,

J'retldin =J|rG+l_it}‘ﬂ

= k4

= [lnt — laf1 — &I

=lnc—Infl —c) — {Inx) — In(1 — x]) oo
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[

1
i dt
f TR est divergente, dl:lﬂj TR st ouss divergende
o

Dhans ce qui suit on considéres les intégrales généralisées en b

5.2.2 Calcul pratique des intégrales généralistes

5.1 Proposition (int&gration par partis)
Saient u et v deux fonctions définies sur |a, b| & valeurs dans B oa C (oo <
@ % b £ +o0), de dass O sur [a, 8, fds gue la Emile de wr =0 b existe. Les

intéyr ales

b

J’r u'{E)u(E) o, j wlEp'(E)

sont de méme nature, =t on a

b
f o (8o 8) dt = limglus{t}o(1)) — ula)gla) — J|Ir w(tpe{E) dt

Démonatration. Un a
-]

]
Jf o (EJu(t) di = ()] - f ulf)e!(2) .

comme l'intégrale et génémlnés en b, alors pour tout © £ [a, b

[} =
J( o (t)u(t) dt = lim JI|r o ()l ) dt
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o "o

& F
jr of(thoft) dt = lim ([umu[e}dq: - Jlr u[t}r’{t]dt) ,

- i {uf t)e(f) — ula)ela) — J" ul:!:lr."'[!}l:]!} :

= bim(u{t)o(f)} — ulaju(a) — km J||r wltht(i] i,

&
= lim(u{ o0} — ulajo(a) - f uft)e i) .

& =
comume In limite de ww en b existe, les imtégrales f o (Epole) di et J,Ir w{t}e’ () dit sont

de meme nature O

Exemple 5.4.
4-on
Calerlons lo somme de ind dgrole f!e"df.

La fonction § —t tet o=l r:arﬁnui sur [l +oaf. Utilisard Fintégration par partie,
on pose u(d) =1 & o'(f) = &', alors
fﬂf_:-:ll! = —te”"[5 - f et
o 0
= =

=—ga " —a 41,

,E,,jr“_]‘“:'-
L]

{0 Jom
L. “ird égrule Jrae"dt ext convergente o J{a.e"qﬂ: 1.
a
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_[ 5.2 Proposition [changement de vasinhle] ] -
Soit [ : [a,4{— R une fonclion continue sur [o,b (oo <a < b < 4oo), ot

g o o, A [a, b we fonction de dasse O ot monolooe sur o, 8] (—oo <

a < & too) leds que plo) = ael I]jﬂg:'[:] = b Alors == inlégrales

g ]
[ et o [ roa

sont de méme nalure, i en cas de convergenes,

f flglz]) ¢zl = j( fit)di.

A\

D émematration.
Soient = € |a, K et y € [, 5], posons

Fiz) = f flijdi = Gy} = i Jlel=)) (z)dr,

el montons que
Fliely)) = Glw)-
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On a

)
Fliely)) = 7!«)&:
o7
- j fio)
wal
= Flgly)) - Flla))
= ] (Fo G)'(u)u

= ] Fglz))¢'(u)du

N ] flpx) e (w)du
= Gy).

3 z
Suppomuque/f[!)dl convuge,doxh[f[i)dt:l,

¥
f fe{u))e (u)da = Fip(y)) = f fa

Comme lim, ¢ ¢(y) = b, en déduit que

b
I Tf(t)dt . [ ft)di =1

Lintégrale ] Slplu))¢'(u)du converge.

lnversement, supposons que ] [lplu))'(u)du converge, alors

lirn ] Tiplu))f (w)du = 1.
wﬁa
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i est contioue ef monotone sur [, 5, done bijective et on a

i lx)

[roa=c@= [ o)

d’od

z g
iy [ (61t = [ flota) () du =1

dome f F{t) di comrerge.

Finalemest e passant i la Gmite lomsgque g tend vers 8 dans Fip(p]) = Cly), on
oblient 1"&gulité

g !
f Flle)) iz = f fit) de

Exemple 5.5.

Etudions la nature d lintégrale J|r —

En uwtilisont l= changement de Ll-url-u-ilﬁrf =" dt = e"du [ip r_n! de closse O

I
strictement monotone sur [ln 2, +ocf), on trouve que les inddgroles J( sl Jlr %

fa
nﬂhm&mendm:!mmmr.f ext divergente, dmf“!diwda

In¥

5.3 Proposition
Svient [ et g dewx fonclions |a, b dfinies sur [a,b] 4 valeurs dans R ou
b

"

C, locnlement intégrables sur [a, Y, & Jes inlégrales généralistes Jrf_fl:!:l-:l! el

]
J{g[f}d! comvergent, alors pour tout A & R linlégrale pénéralisée fl:j'+
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Ag)(t)di comverge & on

J||IFU'+J"Lf-']i!Jd! =J|Ff[f]='|1 +1J||:lﬂi11di

Démomatradion.

Sait T € [a, b,

] [
[uror+ raoneae=tim | 17+ 2940 ae]

= lim -‘fj[t]d!+lfg{1]rl.[]

=¥ﬂff[e]m +1iﬂAJIF5{£]rIe

= f;m di + J-fgi!]ﬂ!

H.-l:'n:lnrm:.l:EE

Si Tintégrale J|" FUt)dt converge et Fintdgrale J|Ir glf) it diverge, alors J|Ir (f + g)(0) d
diverge .
Car wi on supposs que lintdgrale J|Ir (f + g){f) 8¢ converge, d'aprés la proposition
predents . ﬁ b

[ur+aiwa [ foa= [ owa

b
conperge, condradicion ovec [e fmit que fgl:l:l-:l.[ diverge.
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5.4 Proposition ] .
Soitax = R
1
1
1) L'fnl.-égr.u.fch:lE comverge s e selement 9 o < L

Foe

1
2) J; E_":" oorverge s el seulement sio > L
1

Démonatration.

1} Seit x €]0,1], on &

1 - .

- lni]! si @@= 1,
B ﬁl:l—z"“] s oaFEl
—Inx s =1,

comme lim Inx = —oo, alors

=0

k I—n=L_ill:ull'l!ll—ﬂl-lﬂ:={l:I i 1—a=i,
=¢0 =40

+oo =i 1 — @ <l

1
lim [ =
=

d existe si et senlement si 1 — @ > 0, done si ot seulement = o < 1,

1
1
uinjf!—“d!mh:nmrgmu.iduukmnhsln-il
0
2} Poar tout = £ |1, +oaf,

x I I -
1 _E[E"“h = a#Fl,
ij={1 |

| [lm i = a=1,

1—x

{ L (c142) s a#l,

lnx s5i o=1L
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Or,
Hml—n=ﬁmell-ﬂ:-|n:= a 1 l1—a<D
= = +oo 8 l—-a>l
x

].i.1:|:IJ !lﬂ-:ll! existe si et seulement si 1 — o < 0, done si et seulement = o = 1,
1

e
1
uiu.ij’rf—udlulmmﬂg,mteaich:culmzu.luiuh-l.
1

Remargue 5.3.
=

L “ind érals fﬂlﬂﬂ! ead divergende car
0

1@ 1 =]
1 1 1
[git=[gu+ [ g
i i 1
1 foo
uif!lﬂdlmugcmra{ldf!lﬂdlmug:pmra}l.
0

b
Unvi-:ul.de“:-:i:quﬁne[:islnpﬁmihivemxiéenl'inl&galeg&u.hli:&ff[!]-l:]!
est. explicités alors on pewt déduire |a nature de cette intégrale, il suffit de calculer

une limite de la primitive, mais malheureusement trouver Uexpresion de celleci,
n'est pas toujours facile, par exemple le cas de la fosction & — & ou d — mfl

Comme pour bes sfrie puménque, il faol concevoir d'sutres critéres qui nous per-
mettent de détenniner la nature d'upe inlégrale généraliste
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5.2.3 Intégrale généralisée d'une fonction positive

5.1 Thénréme (mnjoration) ] .
Sait [ une fonction définie sir |a b] (—oc < a < b £ +o0) & valeurs dans RF

et locel ement intégrabde =ur o, ¥, Alors s fooclion Fiix) = JIrJ'-.“I] di défanie

]
sur |a, b| est oroisvanie of | intégrale Jir_fl:!:lﬂ! converge 8 =i seulement sila

fonction F' est majorés De pus on a

-]
Vr € [a, B, Fiz) J||" fUe) dt.

Démonatradion. i
L fonction [ étant positive sur [a, b] alos Fiz) = fflfl!] dt est crossaote [a, b, car

pour tout 1 € |a, b, F(z} = flz) =0
Soit 1'ensemble
F = {Fiz),z € [a,H}

F =t non vide eb admet une bomé supérienr M. Montrer gue
EF[I] =M.
Comme M et une borné supérieur de F,
Vre[al,Fizl= M, et Vo0 dn, € o b; Fix) = M —«
mais 7 sl croissnte,

Ve, M —c< Flxg) <« Fir) s Mg M+,

Vi & [xg, B; |Fiz) — M] < &,
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d o
EP[I} =M.
b
Pour la réciproque, supposons par 'absunde que j-ﬂ:”'ﬂ comverges, =t que F
n'st pas bornée
Commme F est croissants, aloss bh;ﬁn.:f'll:r} = +oo, d'autze part

lig F(z) = liny f it} dt = 4o

b
Jf [(£) dt diverge, ce qui est absurde, ainsi F est barnée. H

5.2 Théoréme (de comparaison) .
Soient [ et g deux fonclions défies sur [a, & & valewrs réelles ot localement

intégrables sir [a,b] o8 —oo0 < a < b £ +o0, supposons que pour boul
!F|n5|ﬂa:fff]=§'gﬂ]

1) 5i lintégrale J( g{t)dt converge, alors Fintégrale J( fit) dt comverge.

2) Ef'.fn!égafcff[f}ﬂ! diverge, ufu:u’sf'b:!-ﬁ;nftff[!}ﬂ! diverge

Démomstradion.

1} Posons

Q=) = J( gt} dt e Fiz) JIlr fieyde, Ve o, b,

Comme pour tout ¢ € [a, 8 0 £ f{f] £ g(i), et F, & sont croissotes sur
[a, .t on &
Yr £ [a, b, 0 £ Fiz) £ C{x)
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[::l:-l:u:.I ui (7 est majorée, F 1'est également, d'aprés le théoréme de majomtion
f_fI:I:I-:L[ CONVETRE.

2) Est la contraposés de 1).
O

5.3 Théoréme (d'dguivalence)
Soient [ e g deux fonctions définies sur [a, & & valeors réelles el localement

)

intégrables sur o, b (—oo0 < @ < b€ +oo), mpposas [ - g au voisinage de
b b

b, alors les intégrales f_,l'[ﬂ]- di et Jrg[!]- di soni de méme nalure

Démomstration.
Comme [ ~ g an voisinage de b, il existe upe fonction © déhnie sur un voisinage
[z, & de b vérthant

Vi € [, B, FlEJE(E) = glt) et Bemc(i) =1

1
Dnn.-:ilu:iut.eﬂEh,HlquﬂEﬁ:'EfI]:{E ninsi

vi 4,4, i;} £ flt)e(t) = oft) < 2f(1)

h [} E
Alacs, si Vintégrale Jlr [{£) d¢ eomverge, Pintégrale ! [it) df comverge done ! 2f(t) dt
: [} L]

converge, et d ‘apeés b= théoréme de n:m;:-a.runl:-nj"_ll'fl] di m,fgl:!:ld.[mm‘ﬁ#
A a

mmL
[} L] E

5 Jlr glt)dt diverge, ! glt) d diverge done lintégrale ! %_c.'[!]-l:]! diverge, d'ois Ia

[ ] ]
divergence ﬂejr_ll'[f}l:lf dﬂejr_f[f]-ﬂi_ Par conséguent les intégrales Jrf[f}dl! el
8 a -]
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)
/ g(t) df sont de méme nature, 0

Exemple.’)ﬁ
1) / - ‘dlcd une intégrule généralisée convergerde, en effet, pour tout t &

t 1
_€?

3
2) Ftudions la noture de lintégrale généralisée [ ‘Tdt.
1]

¢
Lo]mﬁm.—,"T est positive o continue sur [0,1], et onae™ * 1, done

€ o
e
f

mlu—l

i 1
-t
f =X diverge,alrs f Edi st dvergene dapis I citie d ivaence

5.1 Corollaire |
Saient [ : [a,+oc/—+ R' une fonction localement intégrable, et o > 0,

\

1) ﬁly?mff(t} =0 alors /f(t)dl converge pour lout a > 1.

tx
2) 8 lim 12/(2) = oo aers / 1) &t diverge pour tout a < 1.

Démomstraion.
On utilise In définition de |a limite et le théoréme de comparaison avec l'intégrale
de Rietnann. 0
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Les intégrales de Bertrand sont des intégrales ginémlisées de la forme

[7am

Le théoréme suivant donpe une condition nécemsaire et suffsants de comvergence de
ces inbégrales.

| 5.4 Théoréme (Intégrale de Bertrand) |
Soient (o, 8] € B

1} LTnEgﬂefﬁmnmgeﬁhhl]uu{u:l el A=
3

1)

7 LTnl&gﬂejFli%Emm'ergeﬁ[a}l] o (=1 e« #=1).
o

ok
2) LTnﬁyﬂcjm oomverge = < 1
1

A,

Démonstration.
1} Soieot @ > 1 et 8 € R, prenons 5 €]1;af,

_ 1 1
S e T e

. o
ﬂ'apr&n]emdlmupruaﬂu&fmm
1

Soient o < 1ot B = R,

1 f-a
].i.IIl ¢ = I:I = L
e+ 22{In )P eyl Int)? e

paz
: di
Alors |'intégral —Fd.n":fg
ars grale f{"’ﬂnl] e
1
Sia =1, en utilse ledlugmmbﬂem‘i.nhle!:e",nnuhlim

f—u-f
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. %mwjdﬂmdﬁﬂ}lldm-{ﬁmwjd
2 2
seulement. si 2 > 1.

2} En utilisant |= chang=ment de varishle ¢ = E, on chiient

—du

J{ﬁfi |—H|:ur* ( )=J'r#|nu:-"

ﬂug:-r&:l}f ""Hnl:u]-] comverge siel senlement £ 2o > lou 2—a =1

et =1, -:|.-:|n|:.':| et seulement sia< lous f > leta=1 0k

filsmge =% (o< 1)oo (=1t §=1).

3) L= développement Hmité de ks fonction In(x + 1) au vosinage de 0 st

In(l + =) =z + ofx),
alors mu voisinage de 1, oo a
Inf=In{l+¢t—1)=¢—1+s{t—1),
en diéduit que

1 1 1
Elmtff T i-1F

en posons £ = wu + 1, oo Erouwee

e
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J’m Egmu{dtm:meuhm :nmmf—gcnmrgesld
o
1
1 ! d
s=ulement si 2 < 1, alors 'intégrale J{ m comverge si ef senl=ment 5
<1, :
O
Exemple 5.7.
fommi
. i Ini
Eiudions la nature de [intégrale J{ TrEEdiacR
]
Au voisinage d= 0, on a
IID! o
m”f]ﬂl.

L “ird égrale jf Intdt converge, en offet une intgration par partie donne

o I
L 18]
S .
T z[z‘
I
E 1 1, 1
B Tl Bl

fﬂ]nlﬂ! converye, d’ﬂ-m:f [I! fnt df est ouss comvergente,

E'l:l+-::- om 4

tlt gotlnt  lnd
l+fF B @t

J{ :;_—!I est une intdprole de Rertrond converyente si of seulement 5 20— 1 > 1,
|

=
d’ﬂncidmﬁrmnfia}lldunf et di converge si & seulement =
1

(1+F)=

i = 1.
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5.2.4 Intégrale généralisée d'une fonction de signe quelcongue

5 Déhnition (comvergencs absolue) ]
Soit [ une fm:rel..n:u: Ineal=ment ml.-ég;r.uHc sur [a, . On dit que .fr.n-bég;r.ufe

gEnsraliste Jrfl.'l]dl corverge abwdument [ou ahsolumenl comvergenis) =

]
[ 110114t conmerg

5.5 Proposition
Toute intégrale péndralizte abslumenl convergenie esi conver genie
En revanche, la réciproguee sst fanee.

Exemple 5.8.

=
Soit Uintégrole génémlisde J{ m?md!, pour tout £ € [1,+oc] on a
jooslf)| - 1
® | 5F

]
fli’l'[ converge, alors Jr’ m:fmﬂ! ext ghsolument convergente et donc conperyende
1

5.6 Définition |
Sait [ une f.:l.l:rel.mﬂ Ioealement intégrabie sur |-|:| H. On dil que .i'mhégr.u.i'e
sinéraliste Jllr F(£) d est semi convergente 5i J" f(8)] dt diverge et f fit) e

COTVErEE.

Ty

Ih:en:lplzﬁﬂ'

sind

L “ird égrale f—ﬂ! el semE conpeTgenie
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par une intdgation par porties, on obtient

f e f (2engeng) o
=f(m’[%]) %:rlt
. [u:cémr+1||r-ﬁn:£%] 5

a’(Z) sn(d) | [’
IS 1 Jlr E =

alors
j{mx mn’[ fﬂﬂ—dﬂ

~|:||:| =it
oMM EE rlf converge, | —— di converge
[ autre p:r!_. pour toud § £ [1, +-x-|

|sind] | |smif* 1 —cos{2f)
T -

O, par une inégrution par partic

r%"h 1 Jlr!:.i[?]’u

*"m{ge]

ains

1
J{—-:l..[ est une intégrale de Hiemann diver-

gente, d'ow lo divergence de Uindédgrole fﬂﬂ!
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_[ 5.5 Théoréme (critére de Cauchy) 1
Soit [ une fonclion localemnent indégrable sur (o8 [—oo0 < a < b £ +oc),
4

-

I'intégrale jf[!}ﬂ! esi comvergents 5 el sewement si

¥ > 0,30 € o, b ¥x, g € |2, bf;

|
}_fl:[]-:l.[l < E.
: |

b,

Démomstration. . .

Supposons que l'intégrale J'r f(t}dt converge, et posons Fiz) = J{' fit) dt, alom

limFx) =1, ’ )
Ja € [a, b, ¥x € o, i; |Fix) - 1] < E

pour tout T,y € [a, b

= |Flp) - 1+1- Fiz)|

-]
Jlr fit)de

€ |Fiy) — 1|+ 1 - Fiz)]
£ot+o

2 ’ z

=i

Pour 'implication imverse | Exercics & faire) a

_[ 5.6 Théoréme (critire d’Abel) !
Soient [ et g denx fonclions définies localement intégrables sur (o, b telles
que

1) [ déoroisanie= sur [a, b =t |J:|:|1f[!]- =il

¥ 1

J" alt] :IEI £ M.

!

2} AM > 0 td queVx,p € [a, i on ait




5.2 Intégrales pénéralisées (improposs) Chapitr= 5

]
Alors JI|r Fit1g(t) di comverge.

Démomstradion.
Soit ' - [a, f{— R une fonction déhnie par

Q=) = f glt) d.

b
[Vaprés le crtére de Canchy, ahn de montoer que Uintégrale j_fl:[]g[!]- di comverge,

il sufhit de moatrer gue

Y= 0,30 € [a, ¥,V y € [a, b; < E-

i fithalt) di

Soient =,y £ [a, §, une intégration par partie donne

_i.l’i!h?[f}ﬂi = [fEGE - ff(!}i‘.‘(:]d.[

= flg){y) — fi=)Giz) — ]_n"’l.‘l]ﬂ"ff] di.

I m
|

Jit)g(t)dt
/

¥
< ICE)]+ LG + J( | PG| de.

igmde

o a
% MVx,y € |a, b

i

JECED

I8 = LM,




5.2 [ntégmles généralistes (impropess) Chapitre 5

en déduit que

|
if[f]'ﬂﬂ]d-[i £ M (|.I'|:1']'|+ |ff5r}|+]|fl:!]|df) :
:nmjﬂd&:ﬂnﬂkﬂ{ﬁ}'ﬁ] =10, alors f est posities, (1) £ 0, dooe

Wi & [z, ], P8 = - (i)

Alars
|i1"ff]9{ﬂ'ﬂ| % M(f(z) + flw) — flw) + flx)) = 2M fiz).

ainsi Ln:_fl:!] = ), done

3 € fa, B, Ve € [, flx) < 5o

puis
I
Vr,p € [a, b, i fltgle) &t < zuﬁ —r.
z 1
b
[ ritig) dt comvesge. 0
Exemple 5.10.
b

St Jri.!df oarer o & R
i ¥
1
pom
. i
1) Sia=>1, JIF-:H converge car pour tout § € [1, 400
1

sim £

1
fa | e

%

1
2) Sin{ﬂ??—:lli-ufmﬁﬂm!i—r!—“ et g - & min(t) sord continue sw |1, +oo|



5.3 Fonctions difinies par une intégrale Chapitr= 5

et done localement intégrable, 2t pour touwl =,y € [1; +o0f, on a

| | | |
| [ gty il = | | sintdef
Iz I I

= |was{x) — cosly]|
£ |eos(x)| + |oos(y)|
£2

bz
[Fapris I critére d"Abd f"“dea ed convergerde
1

5.3 Fonctions définies par une intégrale

Soit | un intervalle ouvest de R, On consdére un intesvalle semi-cavert J = |a, b
telle que —oc < @ < b £ 400, et une fonction de deux variables

f:I=JcR* - R
(] ~ fl=z,i).

&
On suppose que Hf[r,!} = oo, sinsi ['mtégrals ff[l!]-dl! est une intégrale gé

néralisée dépendant du paramétre . Donc le premier probiéme posé est celai de
la coavergence d'une famille dinlégrales généralisfes : on est amené & déterminer
]

I'ensemble des valeurs de © pour lesquels Jr[_f[:,!:lu:h! coaverge, dit enssmble de
dfinition de In fonetion o
Fiz) = J,l' flx ) di

[
8 pour tout x £ J, f_,l'f.rlf]df converge, on dit que ' est une fonction défnie par

une intégrals E;-:u&rninnr_ Le but de ostie partie est 'étode de la coptinnité et de la
désivabilité de cette fonction



5.3.1 Propriétés d'une fonction définie par une intégrale gé

néralisée

5.7 Théoréme (de continuité | ].

Goit f-Ix[ac B 2R | —oo < a< bz +00), une fonclion continge .

On suppose qu'l exisle une fonclion g : |a, b= R telle que
b

1] L'J'nléyn.i'cfg[f]ﬂi CONVErgE.
2) Wiz, i) € I = [a Y, | fi=,8)| £ gli).
]

Alors Ia fonction Fix) = Jlrfl.’.t: {)di esi continue sur I, &f pour toul xg £ [

o A

lim Fiz) = hmf;f: e]:le—J{ im f(z, 1)t = ff[:.:. £) .

'I.hI

5.8 Théoréme (de dérivation) !
Soit f:Ilxfabc B 4R | —oc<a<bs +o0) e fonclion continue

. (n mppos que la dédvée partidle de [ per ropport & 1 exisie e que
E—"r 1w [a, i R* — R est continue. On suppose quil exisle des fonctions
T

g, b ja, b= R belley que
1] L-Hlnléyﬂﬁ_guwnﬁ'ﬂfgl:!]dl ai J’rh[i] di convergent.

2) Yz, f) e = |aH, |f[1' £)| = gli).

3) Wiz, d) € I = [a, ], !'EI[IJ] % ).

Alors Ia fonclion F(x) = Jir_fl::,!]-:l.[ﬂidrd’mﬂ' sir [, el on a

b
Fiz) = ﬂrrrff[zf]ﬂ! =J|r€rEII]|:|E.




5.4 Applications Chapitre 3

5.4 Applications

6541 Fonction Gamma d'Euler

On appelle fonction ' d"Euler application

T :|I:II +r_'c-| - B

b
r + [z} = Jr’I"‘n:""-:l.[.
o
pac
L intégrale J{I"E:'_"-:H converge pour tout r strictement positif, en effet
o
1o 1 =]
f!’hlc'dﬂ! =j|!='te"-:|..[= J{I"Ef"'-:l.[.
0 o 1
-

Lintégrale f =" i et comvergente car pour tout £ £ [1, +oof, lim BE-le =
=400

1
0.

pour tout x £]0, 1
1

-1 —f O jx—1 _
e ==

1
Lintégrale fﬂ%ﬂ! est ponvergente car 1 —x < 1, d'oi la convergence de |intégrale
B

J]r =1t dt.

Four tout r €]0, 40| ek n € N,

o
1) Nz + 1) = z['[x]). En particuler [{2) = 11} = fc“dl! =1L

1]

) Nz+n+l)=xfz+1)---(z+n— 1)z
3) M[n) =n'.

YT =5




o S -

T




5.4 Applications Chapitze 5

9 ln+8) =gV
§) [imi(z) = f et .
7) Mz +1)= {E:Ir v2xz(l + £(x]) avec :Elin:l:l::] =0 (Frmule de Stir-
ling)
b

5.4.2 Fonction Béta d'Euler

La fonction béta d'Enler est dihnit par

Alp.q) = Jrur"l:l - u]"'l:l.u:+fup"l:1— u)" du.

1
oil p et g sonk des réels sirictement positifs.

Au voisinage de 0,
1
WPl — et A

1
-[HF"I:I — )" du converge pour p = 0,
o

Au voisinage de 1,
1

L

!
fuf"l:l —u)"! du converge pour g = (0

Ainsi Alp,q) comverge si p > 0 =t g = 0.

| 5.2 Propriété | .

Pour toat pg =0

1) Blp,q) = Blg.p).

2) Blp,g) = %.







