CHAPITRE 4

LES SERIES DE FOURIER

4.1 Introduction

[hans o= chapitre on présente la théorie des séries de Fourier, on commence par
domner |a notion de séries tigonométriques, puis ls sériss de Fourier des fonctions
patires ou impaires données dans divers formes d'intervalles ninsi que les régles de

comvergences, In formuls de parseval et quelgues applications.

Objectifs du chapitre

# Vair et comprendre comment une fonction péricdigue peot se décomposer en

somune de fonctions sinusoidales que 'on caloulera

» Etablir un développement en séris de Fourier, rechercher [ somame de certaines

siriess mumériques o k= solutions d'équations différentiells partielles.

4.2 5éries trigonomeéiriques

| 41 Définitica |
Une fonetion [ : [a, b — R est dite continue [resp. de clase CF) par mor-

~,

CEMIT SUT 'E:b' 51l existe une mubdivison a = ag <@ < - < g = b sl des
fonctions f; continues (resp. de clase CF) sur [a,, 0, | telles que [ soit égale

a fy sur U'mierwlle ouvert Jog, 044), pori=1,--- m
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4.1 Proposition !

Si les séries numériques ¥ an &b 3 by convergend absolument, alors [a série
nel nsN
b gonomEtrigue [4.1) cmEvu'ge ner malement s B. En oulrs, sa somme st

une fonclion coatinue s B

Exemple 4.2
Les séries E;Im::: et E’,‘m;—,‘u, convergent normalement sur B,
| nE

Série triponométrique associfée 4 une série entiére

iy ]
1) =Y o
n=i
une série entifre de rayon de comvergence [/ > 0. Posons
z=re™ = ricosr +isinz), D<r< R ek

On a 2" = r"™ = r"[cos(ns) + isinfnx)) et

=z e
f(2) =3 aure™ = 3 (s + isin(rz)).
Cetés série converge normalemesnt sur B en vertu du critére de Weiersimas puisque

la_r"{cos(nz) + isin{nx))| £ |a, ™ et Z'"lu,Jr"' comverge car o mprés le criténe de
Cauchy, on a -

. - - = r
Elripflﬂulr‘ = ﬂglripflﬂuhﬁ < L.
9t la fonction [ est & valeurs réells. a, & by sont pécessairement réels. Onoa

foc $oo
Ref(re™) =3 aur"cosinz),  Imf{re™) =3 aur®sin(nr)

4.3 Série de Fourier

Soit f une fonction défmie sur B dans R, périodique de pésieds 2x &t localement
intégrable
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44 Déinition (Série de Fourier sus [0, 2x]) |

(In appells série de Fourier de [, la sfrie I0gonomélnque définie par A
% +§ﬂn ous(nx) + by sin{rr),
aver
1 T 1 r
an =1 [ fiz)ooslrc)dz, b= [ flz)sininz)dz, ne N,
o o
Les cosfhaents a, el b, sonl appedés cosfhaends de Fourier d=la fonction f.
Supposons que la sfrie trigonnométrique comverge en r dans [ et peacns
fiz) =¥ (nconinz) + bnsin{nz))) . (4.2)
n—0

En multiplinnt les deux membres de I'&Squation (4.2) par cos(pr), et en intégrant sur
I'intervalle [0, 2x], on trouve

[ 1121 conturie = 3 [ et ol + 3 b [ conlpr) sin{rzhie
en utilisant les relafions suivankes

b p#En,

, pP=Tn,

A

FMim]in[n-r}-f-r =0, ¥me N
on toowve gue ) .
Jlr f=) coslpz)ds = way.

alors, pour tout n & N

a = }rj.r[:]m{rw:. p>0.
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suivant l= méme &tapes, en remplacant cos{pr) par sin{pr), moyennant

0, p#Fn

¥ p=n

?ﬂ'ﬂim]m[u}ﬁ = {
on trouve que N
[ ie)salpmyiz = =,

et done, pour tout n & N
b, = % Jf f{x) sin{nz)d.

Remarque 4.2,

1. Si la fonction [ n'ast pos donnés axplicitemend sur [0, 27|, mais sur lintervall=
[, x|, dams c& cos le calowd des cosfficients de Fowrier de [ s'effecdtue sur
Cintervalle [—x, =],

w= Jl' fiz)coslnchdz, b, =~ Jl' f{x) sin{nz}dz, neN,

2 E'ifufm-:!im_fu!pui':,n,=§fj[:}e:ﬂ{n:]d: et b, =0 pour tout m & .

3. 5i lo fonction [ et impaire, 0 = 0 et by, = gff{:].iu[n:}drmrfmn!
(]

nel.

Exemple 4.3
Soit [ une fonction piriodique de piricds 2x déinie par

fi:}={1= =¢l -3l

0, x&] - = —3ulF.xl
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suivant |=s mémes Sapes, =n remplacant cos{pr) par sin{pr), moyennant

0, p#n

H, F=nN

?iuim]m[m}dr = {
on trouve que .
f fix) sin(px)dr = why,

et done, pour tout n e N
b= Jf f{x) sin{nz)dr.

Remarque 4.2

1. 5ila fonction [ n'ast pas donnée explicitemerd sur [0, 27|, mais sur Fintervalle
[—w, =], dans ce cas le colowd des coefficients de Fowrier de | s'effectue s
Finterwalle [—x, =],

= % JI|r fiz)emin)de, &, = % jr f(z)sininz)de, neN,

1 E'iiufm!im_fu!pui‘:,n,=§ff[:}e:ﬂ{n:]it et b =0 pour tout n & N,

3. 5i lo fonction [ est impaoire, oy = 0 et by, = %J{ﬁ:].ﬁu[m}d:mrfﬂd
o

neN.

Exemple 4.3
Soit [ wne fonction périodique de périods 2x définie par

1: I 'El - %I_: :
fl=) =
{ 0, r&]-= -3z
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La fonction dant pure, s=s cosfficends de Fourier sont donnés par

b=0, =1,

- mr
2

nn=§ffir}mfm]i==§ confnz)dr = 22T ne N

T n
0o

La série de Fourier gssoaée a la fonction [ st
1 2 1 . mx
E + ;E;mn?w[rﬂ}
LS o
Remargue 4.3.
5i lirdervalle d'intégration ext |8, 6+ x| alors les cosfficiends de Fourier de la fonction

[, s'écrit

M afx

o =-11T Jlr fiz)coninz)dz, b =-11T J,Ir f{x) sim{nz)dz, Yn & N,

ouffcR.

4.3.1 Série de Fourier d'une fonction périodique de période
2L

Soit [ upe fonction 20-péricdigues. Pour ba développer en série de Fourier sur
intervalle [—L, I fnisons le changement de variable © = I?JI La fonction gff) =

f (r;:] sera une fonction 2a-péricdique, sont diveloppement en série de Fourier est

ol0) =1 (%) =%+ (o onlot) + bysin )

n=I

o, pour tout n & N
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Eﬂuﬁ]'u-nnll!dlmgmm{dg\nriulﬂer:%,alunl— I.'L'EL-:|..[— I|:|":1'1|:|n|:|1|:r tout

m o= M on frouve
I
1 RXT r:|1.'.1.'
L oo (BE) e, b= 2 [ )i ()
i) i)
La série de Fourier associés & [ est

3+ (e (o) +ein ().

Exemple 4.4. Déwsloppons en séries de Fourier [a fonction 2-piriodique [ déirde
par f{x) = x| =ur Fintervali= [-1,1].
Comme cette fondion est paire, on a by, =0,

et pour toul m = W*

alors

en déduit que La série de Fourier associde & [ est
l 4 -:n:ufl:ﬁ'i + 1}xx)
 Ent+1fF
D questions se posent, ba séri= de Fourier associés 3 f est-elle coavergente?
En cas de comvergence, peut-on dire que la série coavesge vers [7
41 Théoréme (de Dirichlet) ]
Sait  : R — R npe fonction périodique de piriode T = 27 sbisfaizni anx
conditions suvanles (appelées conditions de Dirichlet),

1} En lout poini xp les limibes de [ 4 droile ef 4 ganche de g existent el
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la= discondinnils de [ sont an noembre fnf dans foul nterwalle fni

2} f mdmei 2o loul point une dérivés & droile = une dénvée & gauche.
Alors [a série de Founer assaée A [ el comvergenle =i on a

2 1 5 e () b ()

fl=x), g [ esl conlinue en x
— ) fizt)+ fi=T)
E B

g f el dimroplinue ap x

e plus Ia comvergepee ==l uniformes sur boutl intervalle o la fonclion [ el

coailinue

fixt] et f=~) représentent respertivement les Hmites & droite = & ganche de [
au point x.

4.3.2 Série de Fourler d'une fonction non périodigue

St { une fonction non pésindique définie sor o, 5. On définit ln série de Fourier
amocier & [ on le prolongent & une fonckion g périodique de période T' = b—a, t=lls
que glx) = fiz), = ela, b

Alocs In sirie de Fousier de f s%erit

Ve
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4.3.3 Egalité de Parseval
4.2 Théorime |
Sait | upe fonclion développable an sfrie de Fourier i de période T = —

alors on &

fm:]”d:—i% o3 (@)

Remarque 4.4, 5i f est de période 2n alors

"";'IE'.J

P a=2+Y @)

4.4 Applications des séries de Fourier

4.41 Caleul de somme

L'application du théndme de Dirichlet et Uégalité de Parseval préisentés précé
demment, permet de caleuler quelques scanmes de séde numériques, par exemple -

* La formule debale” qu'il & démontré ™ Ruler”,

a
w 1 1 1 1
ToETEtEtC L
T oo

= _. 1 w1 _ _mp
=1 ?:I-|-_.-.+l:. 1] HE+.--_§:{ 1] nd’

(=

L-|

= 1 1 1 — 1
"ErETE T L

* La formule de Leibnix

|

1 =
7 nnzn +1
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Exemple 4.5.
Soit | une fonction périodique de piriods 2x définie par

1, x €0, n|
i) = ]
-1, z€]— =m0
comme | est une foncion paire alors pour tout n de N, o = 0, et ona

0 n = 2k,

n=2k+1,

2 f ) 2 N 1
b= [z = —- (=1 4
o 2k + 1=
La fondion [ et de classe O par morceaur of 2x- périodique, alors d'aprés l= Théo-
réme de= Dirichle, on o en porticulier en tout poind = i [ et continue
= sin{Zn+ 1)z 1, z €]0, x|
fi= J——E E— —{

h, s=0mnz=m

T
Pourr = —

T dx—sn((In+1)3) 4 -1)"
R S X

il em révulle gue

(o _ 111 T
Lmc it tsTiteTo

par égalid d= Porseval on trowve

. il [ |
;fff:]d::l:EF—l:En_'_lF

alors

I

- 1 T
E{‘zn-r o)

8= E— ext wne série convergente, en séparard lay termes dordre podre of i mpoire

n I"'
on trouees

| - 1
8= Efﬂ_ﬂ}’ +§m: (4.3)
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— 1 — 1 Iy=1 &
Eﬂ |@=Ea IE=I1: IF=?=
en remplacant dons (4.3) on frowe

5 1
S—I'I'E—[lﬂ_l_l}q-

alors

a
w

15 1
1 =X (Pn+1)° &'
aimns

1 xf
?.

4.4.2 Résolution d'équation différentielles

Comme les séries entifire, les séries de Fourier peut 8ire uliliser pour chercher des
sodutions pour quelgues Squations e dérivées partislles, La méthode de séparmtion
des variables pour les Sguations aux désivées partielles repose sur la recherche de
sodution sous forme d'un produit de fonctions d'une seul variable. Lorsgu’on applique
cefle m&hode, on tromve que ces fonctions soot solutions d'&quations différentis]l=s

ordinaires.
Considérons le probléme des Cordes vibirankes suivant
[ Fu Fu
F[I: I!]l = E{IIIL I E]'['I 1|.. i =0,

el f] =uw(l,t)=0, ¢ =0
| u(s.0) = fiz), Frim.0) = glz), = 0,1}

On cherche des sclutions s la forme X ()T} virifant les conditions aux initiales
et les conditions aux Hmites du probiéme.

En utilisant = principe de superposition on tromee

ulx, i) = Em’.‘ufrm.r] [0 com{nx{) + by sin(nwi]) ,
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oo abfient l=s cos=fhrients o et & en muyrnmant le= séries de Foursies.
COn pent aumi troaver des solutions pour les probléme de la chalewr et des ondes en
utilisant b= série de Fourier.

Exemple 4.6.
(n considére le probléme ssvant
[ (Pu Py
FI:!,.1.':I = ﬂ:—“[LI}: x |0, 2=, ¢ =0,

ufll, £) = u(2x,8) =0,

1z
I.Ll:.I:ﬂ}=EHiII.?
thu
— = 3yin—

5 2
en wilisord [o méthode de séparation des ariabies, on trouse

ulx, f) =§:uin% {ﬂ“m%+bnrﬁn%}.

comme uix, ) = 2sin —,

rappelons que .
T, m=m
fmnzﬂinmﬂ.t:{
. i, mzEm
alors
lh =
) T
EI.-.—; Em?nn?ﬂ:
i
2 m=3
1o, e

Vautre part, la dénivée de la solution u par ropport & {, donne
it — . l'I_'l.'{ Toile . Tl rabiy rJr:]

g g T e



comme ulx, ) = :hi:n.%, en dédud gue

o=
o= nh, nr
Yeng =) —Fsin

airns

] & n=1
D, n#l
en remplacant gy ef by dans la formule de w, on oltient la soludion du probléme

i ir 3
ulz, £) = 3.iu§ui:15+35in?=in =






