Fiche de TD 1

Solution de L’exercice 1:
I) En utilisant la table de vérité

P|P|DP|p=D
VIF|V %4
FlVI|F V

De la méme maniere, on prouve (2) et (3) :
pla|pAg|pAg|p | q |pVa|(pPAq) < (PVT)
Vivi]i Vv F | F|F| F V
VIF| F Vi I F|V ]| V V
Fl1V ] F Vi I VIF| V V
FlF | F vV i vivi Vv V
plag|pVag|pVe|D|q|PAG| (Ve = PA])
Vivi]i Vv F | F|F| F V
VIF| V F I F|V ] F V
Fl1vi Vv F JVIF| F V
FlF | F Vo ivivi Vv V

on prouve (4) comme suit:
La définition mathématique est la suivante : L’assertion (pV q) est notée (p = q)

p=q|(=7| (p=q) = (=D

o S S
T < | e

<| <] | =S
<| =] <[ =

<|<|=l<
<|<|=|<
<|<|<l=
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Solution de L’exercice 2:

1- cos § est positif et Ine = 1 est une assertion vraie car cos (g) >0etlne=1

[(VAV)<—=V]
. . 1 _ . . . .
2- Pour tout z € R, sin(—x) = sinz ou — = e est une assertion vraie car sin(—z) = —sinz
e
fonction impaire (Pour tout x € R sin(—xz) = sinz fausse, la fonction sin est impaire),

— = e " est toujours vraie pour x € R
e

(FVV)<«<=V]

3 sin(—7) =sinm = In (%) > 0 est une assertion fausse car (sin(—m) = sinm = 0) est vraie
1

par contre In (;) est négative

(V= F) <= F]

4-Vz €R, 22> 0 est une assertion fausse car 3z = 0, 22 = 02 = 0 > 0 est fausse

5- 3z €N, 22 <0 est une assertion vraiecar 3z =0, 22=0>=0<0

6-VreR, dJyeR, x+y+1=0 est une assertion vraie

pour tout x € R on peut prendre y = —z — 1 (existe ) . Onax+y+1l=z—2—-14+1=0

Solution de L’exercice 3:
1)Raisonnement direct

Soient z,y € R
On suppose zy? — yz? = y — et on montre z = y ou xy = 1.

v —yrt=y—r =2y’ —yr* —y+x=0
= ayly—z)—y+ax=0
— ayly—x) —(y—2)=0
— (y—z)(zy—1) =0
—y—x=0o0uzy—1=0
—cr=youxry=1

Donc 2y? —ya’=y—zr=—=ax=youxy =1

2) Raisonnement par contraposition

Soient x,y € R

Le raisonnement par contraposition est basé sur léquivalence suivante. (p = q) < (¢ = p)
Alors: [z Ay= (z—1Dy+ 1) 4@+ D)y-D]e[z-Dy+1)=C+1)y—1) ==
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On suppose (r — 1)(y + 1) = (z + 1)(y — 1) et on montre z = y.

—Dy+)=@+)(y—-1)=ay+r—y—1l=ay—ax+y—1
—r—y=-—T+y
= 20 =2y
— =Y

Donczx#y= (x—1)(y+1)#(x+1)(y—1)
3) Raisonnement par contre-exemple

3.1. Montrons que I'implication est fausse
Six=-10€Z

—10 <9 = 100 < 81 est une proposition fausse
car
(V= F)<=F
3.2. Va,b€R a2 +b2=a+b est fausse car.

Sa négation 3 a,b € R Va? + b% # a + b est vraie
Ja=3etb=4

V32442 =25=5#3+4.
4) Raisonnement par récurrence
Montrons que
Vn e N*, 3k € N: 3 x 5271 429772 = 17k

On raisonne par récurrence. Pour n = 1, On a
Ixp 4232 =-17=17x1
Donc
Jk=1eN:3x51 42572 =17k

On suppose que
JkeN:3 x5 4272 =17k

et montrons que
Jk' € N: 3 x 52+t 4 23+ = 171/

On a
3 x 52n+1 + 23n+1 =3 %25 x 5271—1 + 23n—2 X 8

-8 (3 x 52n=1 4 23"*2) 417 x 3 x 521
=8 x 17Tk +17 x k"
= 17" avec k' = (8k + k")
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Finalement, Vn € N*, 3 x 52"~1 4 23772 gt divisible par 17 .

5) Raisonnement par 1’absurde

Soit R une assertion on suppose que R est fausse ( R est vraie ) et on cherche une contra-
diction. c’est a dire R est vraie.

2
5.1. Montons que Vx € R* 1422 # 1+ %
2

On suppose dz € R* V1+22=1+ %

2 9 2\ 2
\/1+x2:1+%<:>(\/1+x2) _ <1+‘Z>

4

<:>1+gz:2:1+952+$Z

— 1t =0

< x =0 contradiction

5.2 On sait que (p ou q) est appelée implication logique et on la note p = ¢ donc la négation
de p = qelle est (pet q).
a b

1+b7é1—|—a

Nous raisonnons par l'absurde en supposant que a = b et

donca="bet a(l+a)#b(1+0b)
donca="beta—b+a*—0b*#0
donca="bet (a—b)(1+a+0b)#0

est une contradiction car a =b= (a —b) =0 = (a —b)(1 +a+b) = 0.

Conclusion : Si a = b alors ¢ _ b
1+ 1+a
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