


CHAPITRE 2

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

2.1 Introduction

[hans ce chapitre on peésente les nobions de comvergence simple et uniforme,
| b . . . . . . "1 | |
I'interprétation graphique de ln comvergence aniforme, le Critére de Cauchy pour [a
comvergence unidomme, ek on donne b propriféés des suites el séries de fonctions

uniformément comvergentes.

Objectifs du chapitre

o Maitriser le=s différents types de comvergences d'une suile ou d'une série de

fomctions.

» Etudier |a stabilité des propriétés de cm fonctions par passage & |a limite

2.2  Suites de fonctions

2.2.1 Convergence simple d'une suite de fonctions

2.1 Définiticn |
r.'?-'.u'L E une parlie de R. On appelle une suile de fonction sur F dans K 1a

-



2.2 Suites de fonctions Chapitre= 2

donnpés d'une famille de fonctions (o ecy telle gue

fo: E — K
r = falx).

2.2 Définitica |
ot dit gue ln swite de fopctions | folwey comrerge simplement ser 0 E

-

vers une fonctions | &5 pour tout © de [
lim fulz) = f(=),
o't A cire
Mrell, Yo>0, FmpgceN, ¥nzEmng|fhiz)-—fiz)] <.

L 'ensembie des points © £ [} lels que la suite numénque [ fa(x)],y converge

ext appeld domai ne de convergence smple, pobé
I} = {x & Ef{ falz)}n comverg=] .

(In appells la foociion f(x] = HE_I'.-.I:::I In lianile simple de la s be de fono

tions | ol

2.1 Proposition |
¥ )
&i Ia bmite smple d'une suite de fonckions exste alors elle ==t unigoe

Démomatration.
Ceri est une conséquence mmmédiate de I'onicité de |a limite d'une suits de nombees

réals, O

Exemple 2.1.
1. Soi ([ lnen wne site de fonction définie par

fa: [0,] —+ R

x —+ "
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pour tout n £ N.

| 'g_:':'r-l-. 10

Fioure 3.1. Crophes des fonctions [, [, o [
Soit x £ |'|]'I 1] firé, on @

0 s xefd,l]

1l m =1

bm [ (x] = imx" = {
Alors [ fa)nen coneerge simplemerd sur [}, 1] vers lo fonction | définie par

{22 78

l = =z=1

2. Soi (gn)ney une st de fonclion déirde par

g B — R
T i
1l+4x2=
pn-url!wanH.
glz)

Ficugkg 3.2. Crophes des fondions g ef gs.
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Powr tout z = R,

+o =5 |5 =1,
hmr™ = ¢ 1 s =%l
n—=an
0 s <l
on déduit que
1 5 |z =1,
: r .
nh_..mmg.-.lfr:l— 3 s 1=1%11,
0 s |z<l.

[a suite de fondions (g,),.n converge simplement sur R vers la fonction g

définia par

A x| =1,

glx) = s or=zl

1
1
2
0 = |g<L
3. Soi [hy)ecy une suite de fondion déinie par

by [0,1] — R

r +— r+({l-x)"

pour tout n & [,

1II'|| III|(I:I haft by

\I

1

1R

Ficuig 3.3, Crophes des fondions hg o hj
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FPow tout x €, 1], 1 — x appartient 4 |0, 1], ks swites numeriques =™ o
(1—x)® tendent pers 0, on dédmt que

1 5 =0,
Emhy(z)=hiz) =1 0 5 zen,1]
1l 5 r=1,

(Ao} comuverge simplement sur [0, 1] vers la fonction h.

2.2.2 Convergence uniforme d'une suite de fonctions
| 2.3 Diéhniticn |
(ot it gue= la suite d= fonctions | f3 ey comverge uniformément vers fsur [

-Hl

lim sup | fo{z) — fl=)| =10
N30 2

et A dire

Ve > 0,3n, £ N,Yn 2 ny; ¥e e D, |fi(z) - fiz)] <c.

On dit que [ est la Fmite nniforme de la suite de foncbions [ fo)nen.
b

Remarque 2.1.

Dlans lo défintion de lo convergence simple ny dépend de = of © mais pour o conver-
gence uriforme i dépend uniguement de ©

2.1 Théoréme |
Si Ia suite de fonction | fy)nen comverge uniformément vers [ sar 1) alors ole

converge smplement vers [ sar [,

Démonatraion.

Soit [ falnen une suite de fonction unfonmément coavergents vers [ sur [

ammupl fol=] - fi=) =0



Vom0, dmpeN, Ymmg ::EU.ir} - fiz)l <&,
dnutre part
¥re D, |ful=) - flzll = :Elf-ir} - izl
on déduit alors que

Wx € 1, > 0,30 € N ¥ 3 ng; | fulz) - flz)] <,

dope (f,)pen comverge simplement vers | |

Remarque 2.2
Lo réciproque du théorime pricddend et fansse.

Exemple 2.2.
Soit [ f)nen une suite de fonctions définie par

fulz) ="z 0,1].

(falnen comverge simplement swr [0, 1] vers lo Jondion

fiz) = 0, ze[0,1],

1, ==L
il A

g |fal=) - fi=)| = :E::ul‘:“f R

( fadneh ne conperge pos snformément vers la fonction [ s [0, 1].
Cependant, £ pour tout réel a €0, 1] on restreint les foactions fo sur Je segment

[0,a] C |, 1], on trowve que

sup | (x] = fiz)| = sup £ =a" — 0.
ﬁpﬂllf[] =) =EFEEIJ 20

La suite de foncticns | fo)nen comverge unifoemEment vers b foncticn nulle sur [0,
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2.2.3 Interprétation graphique de la convergence uniforme
51 l'on trace b= courbes représentatives des fonctions [ —Cet [+ £ Dire que
In suite{ f ), -5 comverge uniformément vers [ revient & dire qu's partic d'un certain

rang la courbe de fi est comprise entre s deax autre.

2.2 Théoréme (Critéze de Cauchy de la comvergence uniforme) |
Soil [ falnen une suile de fonclion déinie sur 1) C R dans K. { )y =t

uniformément comvergente sur 1) 5 el solement 5

Vo0, dngeN, Vprgzm Yrel, |fHr)- fiiz)|<c

Démomatration.
Supposoms que | fo)nen comverge uniformément sur [} vers [ Alors pour tout © =0
il existe ng & N tel que pour tout m 3 ny, on ait

mup fo(z) - flz) < 3.
Ainsi, pour tout p > g # ng =t tout = £ [), par 'mégalité triangulaire on ohiient
fpl=) — fif=)] £ Lfplz) — flall + fylz) — fla)l < =+ = ==,

d’nd

=uplflz) — ffz)l <
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Réviproquement, supposcons que pour tout £ = 0, i existe ng & N tel que poar tout
P & ng, 0o A
I‘ELLELI':.-[I] — fol=)| < &

Pour tout = & I fxé

|flz) — Sl <2, ¥pzqzmy,
en lamusnt g — oo dans Uinégalité précédente, on ohiient

¥p 2 ng, |flzl, — fl=)| <€

ol T £ [} = np ==t indépendant de

Wn Eng, sup|falz) - fl=)] <k,

==}

ainsi { foleey converge uniformément vers [ sur D |
Remargue 2.3,

Le crdere de Couchy nows permet d'étudier lo convergence wmiforme sans sovor o

limie

2.3 Propriétés des suites de fonctions uniformément
convergente

Dhans cette partie, pous allons doner L= conditions sufhsanles sous lesquelles ks
fonction limite f conserve certaines propriétés des fonctions [,
23 Thécréme {continnits)
Soit | falnen une suite d= fopctions déinie sar ) © R coplinue ef unifor
mément oormvergente vers la fooction [ sur [ alors [ oest condinee sur .
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Démonatraion.
Soit | fu)nen une suile uniformément coavergente sur [ vers [,

V>0, IeeN, Yazng ¥oel, |fuld) - fiz)| {§ (21)
en paticulier, an a
Vee D, [fulz)— fiz)] < 35 (22)
Comme [, =t contioue en g, i existe & > 0 tel que pour touk z & [} aver
T — g £ 4,
[ful) ~ ol < 3.

Sait = & [V aver |r — x| £ 4, moyennant (2.1) et (22} on troave

Fz) - fmu)| € |z}~ folz)+ )~ ol ol )] < 5445 =

[ et continue en x,. 0

Remarque 2.4
5i la suite de fonctions ( [y )nen st continee sur [ of so bmite [ n'ast pos continue

sur [} adors ( folnen ne converge pas wniformément s [,

Exemple 2.3
La sue (by)aex de "Evemple 2.1 ne converge pas uniformément vers b puisque les
fonctions hy sont toutes continues mr [0, 1] ot b n'ed pas continue sur [0, 1],

_[ 2.4 Théoréme (intégration) .
Sail l:'fn]-,En une suite de fooctions définie sur F — R & valewr dans B
intégrable e uniformément comvergenie vers [ Alors, pour boul compact
[o§ CE

aEffu{IJdI=an“:=fn[I}dI = fﬁrldr-
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Démonstration.

Puisque |a suite de fonctions ( fr)ecy comverge uniformément vers la fonction [ sur

[a, b, done pour toat £ > 0 i existe ng £ N tel que pour tout eotier n = ng
[fulz) - =)l € =up |fuf) - flall < g,
el a

en intégrant sur [a, ¥, oo obtient I'inégalité suivante

jfail']dl'—jffz]:lziﬁf”:.[r}—ff:”ﬂ:ﬁ:'f.

ce qui achéve la démonstration.

2.5 Thénréme (dérivation) ]

]

Bait { fu)meh tme suite de fonction telle que fr : [a, b — R, supposons que
1. [, et de dasse ' sur [a, b
2. ( f2)uex comverge uniformément s [o, b,
3. Il existe 5, & [a, B ted que In suite numerique {f,[2,)loy converge.
Alars
1. La suite { fo)uey comverge uniformément sur |a, b,
2. La limite de f, est de dnsse O s [o, 5]

o Jim i = (lmfo) = o).

-I.'|

Démonstraion.
COn va développer la preuve du théoréme en trois flapes &lfmentaires
1. Seit x € |o, &, on a

fle) = hlm) + [ L

Nous allons moatrer que (folnen comverge uniformément sur [a,b] vers b

foncticn [ défnie par

fiz) =1+ j glf)de
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ol = "l:'}gfn(xnl
Pour tout z € [a, B, ca

Julz) = f(5) = falzm) — 14 / St di - / alt)de,

fulz) = £ € Ualzo) — 1] 4 j \f2(=) — alt)] d,

Cotmme ( [2)nen converge uniformément vers la fonction g sur [a, 8] et { fa(zo) nes
converge vers une limite noté |, on déduit que

Veelad, Yoo 0 SmeN, Wndmg |hn)- Sz < g,

Ve>0; FmeN, Vazns lalz) 1<

Pour tout x € [a, b et pour tout ¢ > 0 il existe n, = max(n,, n,) tel que pour
toul i 3 ng, on obtient

|z — x|

2(b—a)’
( fulwen converge uniformément sur [a, i vers la fonction f.

)~ fla) € 2+

2 0nn](x}=l+/g(¢)dl,cmnm]f.utmﬁmdmvspuﬂorm&ned
oui . H ween g ik i g ki Hibtene s madiimsitl g mad cxnaliions et .
mais f'(x) = g{z) alors [' et continue sur [a,8], et f et de classe C* sur
[a, 8]

3. Pou tant = € a8, S(z) = o(z), lim fulz) = () et lim fi(z) = o(z),

lim [ = (Jm )"

n-soo
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26 Thioréme (de Disi) |
Soil | folwcy une suile de fonctions conlinue «f smplement comvergente vers [

H-‘l

sur [1. 5 I suite | fo)ecy esl oroimante ( £ o, e N s cosvergence

et uniforme.

2.4 Séries de fonctions

2.4.1 Définitions et propriétés

D facon analogue sux séries, le séries de fonctions scob déhnies & partic des

suites de fonctions,
2.4 Définitica |
Soient E une partie de B &l 0 F — R une suite de fonclions.

1. Pour tont n € N on définit la summe partidle des (n + 1)- premiers
bermes de ls site | fxlnen par lexpression

Salz) = filz) + filz) 4+ flz) =} filz), Vze k.
=

(U appedle celle somme suite des sommes partielles

2. On appelle série de fonctions de lerme géndral [, l= couple des suites

de fonctions ([ folwes, (Sa)nen).
La série de fonctions est nobée par fi + G+ + fo+ .00 ¥ fo

2.4.2 Convergence simple d'une série de fonctions

2.5 Définiticn |
On dit que [a série de fonctions ) [ converge smplement sur [ 5 [ swile
nif
[ S el converge simplement .'rr.lrhnr.:'.
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On appelle lensemble [} = [r & E/(5(z) s cooverge | domaine de comvergence
simple de |n sfrie ¥ .
On suppose que la sére 3 L cooverge simplement sur [ On note, pour = £ [,
S(x) ln Hmite H]EJEJ:S,.I:I} de sorte que

8x) = :..ES"I:I] = E,l',.[r]-, Yr e [0

La fomcticn 5, définie sur [, st appelée ln somme de la stnie 3 fL. On appells,
pour chagque n € M, reste d'ordre m la fonction By - D) — R déhnie par :

Vrel, Ry filz).

E-mnil
Pour tout me N, 5, + B, = &.

2.4.3 Convergence absolue d'une série de fonctions

2.6 Définition |
On dil que la sée % [ converge shsolpment sur [) & pour chagque £ £ 1),
Li
I wérie A bermes positifs ‘Z"Ll",ll:r:ﬂ COOVErgE.
[

Autrement dit, la série E [ comverge absolument sur [V si =t seulement si E | ful
converge simplapent sur IJ

Exemple 2.4.
L

Lia mérie :%'I e

En effet, pour tout © de R fixé,

converge simplement mr B,

)
- e~
EL = —I,-.-_n! une sdrie de Miemann comveryente, o d'oprés [ oritére de
amnym mT
comparmsen la sénie :'E - conerge smplemerd sur B ef done EI i

ed abselumend conpergerde sur R
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2.7 Proposition ]
Touie série de fonctions abenlument conver gente sur [ est simpd ement conver-

geate sur [1,

Démonstration.
Sait E_f.-. upe série de fonctions absolument comvergents sur ), pour tout o de [7 s
serie E | falx}| comverge et done E falx) cooverge, ainsi E Jx comverge Smplement

sur U a
Remargue 2.5.

La réciproque du théoréme precddend esl fausse.

Exemple 2.5, 15’4 1:|rl1-rl ef simplement onvergerde mr B mais elle n'est pas

absolument i:-l:lm.u'g-l:n!:

2.4.4 Convergence uniforme d'une série de fonctions

2.7 Définitica | -
O it que Ia série de fonclions E‘h_fn est ursformément comvergents sur [ =

la suite de fonctions (5 ey :-ni::'ﬂ'ge unformément sur [, alors

Vo=, dngeM, Wmixng ":'IE.I'J'IE felx)]| < £
le=m1

En d'autres termes, pour montrer b comvergence uniformes de la série % sur
1, il fant d’abord vérifier ka convergence smple de la snite de fonctions I:.ﬂ:l:-l,.,gq, an

note 5 la somune, puis vérifier que l= reste converge uniformément vers

HlE:EESH 5 = |l|:|:|. su.E.I'LI:IH = 0.

Remargue 2.6.
pour gue b= reste Bo(x), over x € [) mit un sens il fand 47 obord vérifier o conpergence
simple sur [,
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2.3 Proposition ]
S Ia sfrie de fonclions % fi converge uniformément sur [} alors In suile de

fonctions { ). converge uniformément vers ) sur 1.

Exercice 2.1.

1) Démontrer cetie proposition

I

r+mn?
sirmplemnent sur i}, +oc] mais qu'elle ne converge pas uriformément sur [0, +0af.

2} Montrer, i ['gide d= [a proposition, que [o série de ﬁmn!ian:ﬁ converge
n=1

2.4 Proposition
Sait an“fr:lﬂr"l:':] une strie de foncions définies sur [ bedle qoe
-y

1. Pour tout © € 1) Ia suile (an(z) e 5ol déroisanie

2. La suile de fonctions (a,(x)),cn comverge aniformément sur [ versla
fonckion nulle.

3. Il existe M = D ied que pour boui n & N on ail sup £ M.

zxll Fuﬁn{z]

Alors In sirie de fonclions % ag(z)by(z) comverge unformément sur [0
m

2.5 Proposition
Soit { f ey une suike de fonclions positives, définfes sur [, telle que

1— Laswite de fonctions [ folnen comverge uniformément vers 0.

2— Pour loui £ 1) la suile numénigue { fol o) ey déooil, o'esi-d-dire
fas1lz) £ fulz) pour tout n & M.

Alors la sirie de fooctions ¥ (—1)" fu(z) cooverge noformément sur 1),
=
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2.4.5 Convergence normale d'une série de fonctions
| 2.8 Définiticn. |
On dit que la s&ie }__'H_fn converge normalement sur [ 51 existe ng © N

-,

tefle que pour tout n & ng la fooction [ soit bornée st la série numérigue

1 |[fall converge, od
n.En;

el = sl ().

.,

Exemple 2.6.
1. On conmidére la sénie de fondions

Yt ¥renl)
el

Comme [ (z] = ™ est le terme géndrol d'une swite géométngue d= roison x
on peut trowver [o suite des sommes partielles

n 1 -zt
Szl =Y mlz)={ 1-z
k-1

n+1 s =1

s zefnl],

Powr x € [}, 1] faré, om a

s &0l

1
lim Syfx) = { l-x

+oo & =1

Lo série ¥~ =" converge simplemend sur [0, 1 vers lo fonction 5 définie par
ned

S(e) = =, Veefo]

Netons que l= rede d'ordren 2 1

41

§.(z) - S(z) = -E. Vr [0, 1]

n'est pas borné sur Uintervalle [0, 1], on dédwit que lo série de fondions 3 1"
nifl

ne conperge pas ungormément sur lindervalle [0, 1. Cependord, si pour tout
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réed a £]0, 1] on redreint les fondions fo(x) s [z segmend [0,a) C 0, 1]

sup ™ =av,
n:|dal

la série de fonctions ¥~ = converge normalement, o dome uniformémend s
ned
[0,a] vers la fordion 5.

2. Soi lo série de fonctions

1

Y 0. VreR
n:wn’ +

Posona golx) = pour tout = R,

n? + 1’

1
ﬂ{g,.l:::}i;?, YneN*

ﬂﬁllgn[.t]l £ Lz pour tout n & N*| Elq et ume série de Rismann conver-
Fs it ?lv:ﬁ'"'

gente alors daprés le théoréme de Weierstrass la série de fonctions T nhlrﬂ
converge normalement s B, -
3. Soi ln série de fonclions
1
El ey Yre R
Posona b (x) = gy pour tout = & R* firé,
I L]

u'l?:lrl_‘[l'}iz m, I'i'll'I.EH .

Commie .-:E-fl,.l:r:l = 1, la série de fonctions Fﬂﬁ e CORUETGE Ay [

malement sur R*.
Si powr tout réel a = 0 on restreint la swite de fonctions by, sur]—oc, —alUa, oo,

on troune que

mp  hylz) = —

we-m, - affa.zel 1+a%n?

conerge normalement

ce qui impligue que la sénie de fonctions Eﬂl e
sur | — o0, —a|UWa, oo powr tout a > 0.
— nfl
5= lm8, = lim — = L

mam 1—2X l—I'
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2.5 Propriétés des séries de fonctions nniformément
convergente

A Taide des propriétés de ba convergencs uniforme powr les suites de fooctions,
on obti=nt des propriétés similaires pour les sésies de fonctions, que nous Snopeerons
sans démomstration. [l sufit dappligoer les Théorémes 2.3, 2.3 =t 2.3 i la suiie de
fonclions des socmmes pactielles.

2.7 Théoréme (continuits] I

Sait E__F,. ree sEne de .Irr.r|:|-|:I'.|r.|::|:| uniformément convergendes mur [a, b C

1.i'-=|:.|':5-.|:h:|'.n:l.|:|:1'_|".-. sont coptinpe en g £ [a.b], s somme de la séoe 5 et

continue en T, oo

IEE,F,.(I] Erl;ng fal=) =3 fizs).

2.8 Thécréme (intégration] !

Sait ¥ fo une séde de fooctions unformément corvergeobe sar o, b, 5 les
nsTs

fonctions fn wont intégrable sor @, b, In somme 5 de la séoe et inbégrabie et

T

(S i .

JIII:ﬁSI:I:I-d'I = fi Fal=)dr = i ff.,fﬂ-ir.

2.8 Théoreme (dérivation) ]
Sr.ul.Ef,. uneujedefn:l.n-chr.ru:d:- terme général fu de classe O sur (o, 3 -!‘R

I.eﬁ'e qm:

1} I existe xo de [a, b ted que Eﬁf,.l:::u] COIVErEE.
-

mbews

1} Ln sére 'E..‘_,I'.-. converge smplament sur |a, bl



2} Ln soenme 5 = 3} [, est de desse O sur [2.8] &t oo a
e

Ve el B, S(=) = (El’nle} A
=P

T

2.6 Sommaire pour 'étude d'une série de fonctions

Powur &tudier, sur un scemple donpé, les copvergences d'one série de fonctions

E."'r" (=]}, on peut proposer e plan suivaot, go'il sera parfois nécesanire de compléter -

i comvergee-bewlle
b plovoreed.

l:“ non

E.l"ru e b e Haompkucer 7 par be comaine
normalemsent T t——— T O de rosmepence simphs

oo Conerrpe nommalement, donc Esfere || Falloc =ai®
whso humewt,. unsforresmerni,. simglomarn ey m—k oo T

Estxe | Rg|] o ==

o — e T

E oy carverge wefoomifEeeak, E_r- LT
olorn o =i e e [T e s e L




