CHAPITRE 1

SERIES NUMERIQUES

1.1 Imtroduction

Le procédé qui consiste i additionmer infiniment de quantités difésentes i pasiir
d'une quandité initiales apparnit dans plusienrs discplines - physiquees, informatigue,
statistique, fnances . . . ebo

Llidée de base d'une tells sommation infinie discréte donnant une vnleur fing= a
Eté ronsidérés paradoxale pour les mathématiciens pendants plusienrs sideles, jusgu’s
iplroduction de idée de limite =t la tentative de donoer 4 celle-d ane déhnition
rigoureuse. Depuais les séries infinies n'ont cemsé dabticer 'nftention des mathémmaii
ciens ef ool pu achever un grand développement.

Dhans towt o= chapitre K désigne UVensemble des nombres céels B oo complesces ©.

Objectifs du chapitre

= Sayoir ftedier la nature o 'une sfrie mamerigue.

= Efectuer un caleml de spamme






1.2 Géndralités Chapitze= 1

1.2 Généralités

1.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

1.1 Définiticn | -
Soil (g e’ o= saile momdrique, e sl Sy ey wne sile d&inie oomme
EITRe .

Sn=wug+m+ -+ tn =EE1I.E-
0
1} O appedie =rie noméngue de terme général u, = couple des siites
(et Js (S I
2) La suite (Splncs esi dite swie des sommes partielles de rang n de la
sfpe rffhtq‘.
Motation 1.1. Lo sénie numdigue =st nofés parug + 6y +--- + g + --- on Eu-.-.
ou Y iy, o
niH
1.2 Définition | -

La =sire % u, esi dile comvergende o el sealement 5 la siile des scommes
el

parbidles [Selnen esi comvergeole. Dans o o la Bmile 5§ = nl.l.;l:ll_:iﬁ."i'.-. e

appelée memme de ln série % us.

]
O &rid -
§=23 = Jm 5

Une sirie esi dite divergente & ol n'ssl pas comvergente.

Remargue 1.1.
Etudier la noture d'une série revient & diomine sa nodwre 5 elle converye ou

direrype ensuite calculer ya somme en cas de converpence

Exemple 1.1.
Etudions la conwergence de o série géomsirique Eﬂ", ouvec a & B
m=0



1.2 Généralités Chapitre 1

Lo suie des sommes particlles associde 4 cefte série gédométrique ext donnée par

ﬂ;={ T oL

R+l a=1

o
1) Sia=1, ].iJ‘l:I:ISn= |i|:||1n+l=+-:c-dumh.w&'iczﬂ"ﬁuu'ge.
n—:-4m n—i o w—

3) Siags1, lim 5 = lim %

n—% 4o et | —a

= +oc olors [o série Eqr"' diverge.
n=i

4=
3) Siax -1, lo imite de 5y n'emiste por o donc [0 sérnie Y o™ diverge

| e 1-a 1 =
hHi-1<a<l, n!ﬁ::nS"_nl'l.-IP:nl—.; _l—ﬂ.dﬁﬂncnz{.ﬂ converge ef
1
S_l—ﬂ'
Exemple 1.2
= R
Soit la séri= Em Fﬂmm%—m pour tout m 1,
_t ot
rin+l] n mtl’
donc
S = By
]
?u.lr[i:-l-l}
VI
a ?u(i .I.'-I-I)
- i 1 1 1 1 1 1 1
KON S
- l_n.-l-l'
ot
fim S = {1- 1]—1
:t-.l.i-l-n:-ll _I'I—||n-|n:ll n+1 -

la suite des sommes partielles (5,),5 e convergente vers 1. For conséquent [a

e ;Eu nr + 1)

et convergente, o =0 somme 5= 1.



1.2 Généralitis Chapitr= 1

Exemple 1.3.
Snfiu:mczh(

— :]pu:lurf-am!ﬂEH,
EI-I-E
oy k+2
E]n TESY
= E[Ini:+1—|uk+l:l
k=0

= (o2} - In{1)) + (ln(Z) — k(3)) + --- + (ln[n + 2) — ln{n + 1)}
= ln(mn+ 2],

Sn

donc

lim 5, = |1|:|1 ||:|I:n.-|-E]

e

(Snncn et divergente, d'od la divergence de lo série E In =
n=1

n+1
Remargue 1.2,

Si Un = aGnj1 — On on brouve que Sy = ang — op, alors la série de terme géndrod uy

converger m of sewlement 51 la suite [0y beel comverge.

Exercice 1.1

D& mminer lo natwe des sries suivantes en colcwlons lewrs sommes

—. nln+2) E 1
E]" (n+1p° gnl:n+1]'fﬂ+3]'

O vient de voir quune fois la suite des sconmes partielles associée est explicitée

alors on peut déduire la nature de | série qui et de méme que |a suite des sommes

partielles, mais trouver 'expression analytiqus sxacte de cellec, n'st pas tosjours
facile, par exemple la sfrie 'El Pour remédier & o= probléme, il a fallu concevoir

n=1A
d'autres critéres qui nows permetient de déterminer la nature d'une sésie numérique
sans Lrouver |'expresion analytique de la suite des somimes partiells qui lui est






1.2 Généralités Chapitre 1

1.2.2 Condition nécessaire de convergence

1.1 Proposition
Soit ':E"u.-. ne sére comver gente alors |i|:||1 gy = 0. La réciproque esi fnase. ]
nel | ——

Démomatration.
Supposons que la série 3w, comverge alors (5 ) oq = suite des sommes partielles

ne™
amsocite st convergente. De plus, pour tout entier n 3 1,

Sp =S =ugtuw +oo-touy = (ug o+t ) =y,

alors
lm u, = lm &, — lm §, ,=0
L implication onvverss est. fansse. En efet, reprenons Cecemple 2.1, I série % In (: I f:]
est divergeote, bien que son terme générmal tend vess O, |

Remargue 1.3,
Par comtroposition, =i I.|_|||.'i.|:||1.=l:|.|..-. # 0 alors lo sénie ¥ uy diverge

ne=l

Exemple 1.4.

Soit ln sdrie "E sin e

('n a o

Em w, =H|.i.|:||1=d.'n.[¢i:l = win(1] # 0.

n—s o

La condition nécessmire de conergence o ext pas vémifide alors la série ex dicergerde

1.2.3 Critére de Cauchy

1.2 Proposition !

La série Y up converge 4 of sedement s ln suite (S )nen est de Canchy, ie
=N

¥e=0, ANeN, YpqeN, q=p2 N; |5, -8l<c,



1.2 Générnlitis Chapitz= 1

ol

Ye>lmn AN N, YpgeN, g=p2 N;

[ émomstration.

Soit ¥ u, une série coomvergente, (Shlnen la site des soonmes partielles assorciée
5

est. ::fm-:r_n;enlfe par conssquent ©'est upe suite de Canchy, puis |la proposition est

démmantrer. O

Exemple 1.5

Pour monirer que la sénie harmonigue E et divergente, i suffit de montrer gue
lo wuite des sommes particlles qui ui exd nm:l:lf.‘.- [Su)ney mest pas de Cowshy.

En "-Eﬂ!.-Sn:EE.- pour p = In ef g = n, on frouse que
k=1

|5 — 54l = |5 — Sl

_I ! + : + +1I
_tn—l n+2 n
. 1 1

En+ n

m

In

1

=7

Il suffit ginsi de chaiswr © = %, pour que (5p)eey ne soit pas d= Couchy.

1.2.4 Reste de rang n d'une série convergente

1.3 Définiticn |

=
Si la série Y up corverge, on appelle reste de rang n
n—0

H“ = E Bl

E=mil







1.3 Séries i termes réels positifs Chapitre 1

L3 Fn:u]:-l:-.'li.t.i.nn! .
Sail 'Eu" une série comvergente alors la siite f, esl convergenie et on &
L
n]j_.]::n:fin =0 = S+ H,=5
Démomatration.
La séri= 'Eu,-.u‘l:cmmr_n;enl.e,-:nnd.nn:
m=i]
3000 S
k-0 k-0 E=m il
Soit 5, + R, =5alom B, =5-5_ et
Lin:cfif,.:S—nliniﬁ'n=S—5= .
O
1.3 5Séries a termes réels positifs
1.4 Définiticn | .

Une série ¥ u, rédle esi dite & lermes posgitifs & pour fout n& N ow, 20,
nil

1.1 Lemnme (comvergence par majoration des sommmes partielles)

Une série & bermes posdiifs Z"‘u“ converge s o seulement la suile des soonmes
partiedles (S nen est m;n:ln'l;:

Démonatraion.

# 5i ¥ty cooverge alors [Sh)aen et comvergente (par défnition).
nil

o Sait (5, )een une suite majorée, comme la série est & termes positids alom elle
est croimsante =l done comvergente,



1.3 Séries i termes réels positifs Chapitre 1

Exemple 1.6.
Soit [n :meEL Pourtodn 2 1, L =0 Verifions que 5 E ext magorde
n—oM I:I
1 1 1
If-'u:lmmi.- H-l'+1] r— —Ep:m'fadk}il alors
~f 1 1
so<1+) (75 %)
L=
1 1 1 1 1
-1+{"5]+(5‘§] (n_l‘;)
=ﬂ'—l
n
<2

=1
{ Snlnch ext mojords, o qui implique gue EE ext conergente,
n=0

1.1 Théoréme (Hégle de comparaison} ]

Soient ¥ u el Y u, deux siries & termes positifs telles que, poar out noe N,
e maz N
0 £ ny 5 vy Alors

"

1—- 5} w, converge alors ¥ u, converge.
2— S5 un diverge alrs ¥ vy divergs.

Démonstration.

1— Posoms - 5, —EHE st Th El-'k
E-:l:um:]:-nur'l.-l:-ul.r:EN Di[u"a:u,..nl-:lr:lS % T, poar tout n & M,
El.l,.:nnﬂrge:a- T comverge = Ty, et bomée (majorée) = 5, est majorse.
n—0

Faprés le Leanme 1.3 E'I.i;‘ COIIVESgE.
m—0

2— Par contrmposition : s fu" diverge alors "'El.l,|I diverge.

n—a n=0

Remargue 1.4.



1.3 Séries i termes réels positifs Chapitre 1

1. 5i 1'Elu.-. ot 1'Er.l.-. sonl @ termes népatifs, oors il suffit I'@udier les séries
n=i m=il

(=] =]
Loy} —w
n=a n=a

2. [ans i théoréme de comparsison, on pent remplacer Uhypothése Vn e N u, =
v, par [hypothése : Sng £ N Ve 2 ongpuy, € o,

Exemple 1.7.

Soit la série de terme géndral u, =

P4 lon
Uy = 0 pour towt n & N, on pewd oppliquer la régle de comparoizon.

Comme sin’ i et majorde par 1, ef lon = 1 pour towd n & N,
1 1"
I'I'"£-E"+|:1!'|.E-(E) '

"E (%) et une série géométrnigue convergente, d aprés [o rigle de comparmison

n=1

==
¥ u, ext comvergente.
n=1

pour tout n e N

1.2 Théoréme (Rigle déquivalence) |
Sotent ¥ vy el ¥ vy deux séries A lermes posilifs balles que, lorsgquen — 400,

ne M .EH::
K - .
Ug ~ Uy [ Bm — = 1] Alors ¥ uy i % vy onb o méme naiure
N0 Uiy e neN
Démomatration.
Soit lim —™ = 1 donc
o ==

Yo >0, 3ng £ N,¥m 2 ng; (1 — Clue € tn £ (1 + 0o,

Griice a la régle de comparaison et les mégnlités précédentes on trouve gque 21.:_ et
T

¥t oot la meme nature. O
nxlN

Exemple 1.8.

Soit ln série de terme généralu, = A1 0

riodncN o a>D.
5"1-3“?“




1.4 Comparaison o 'une sésie mrec une intégrale Chapitr= 1

a) Sil<a<l, |:i|::| a" =0, donc
M 00

{ao 1 I--=-1
'|.|'_.‘J-\.- — [ —
o+ 3" a"

= FIT
b3 (E) et une serie phometn que convergente, of daprés b régle d Squivg-

n—il
= min’n
laroe )
|-|E|?'|-|IIH
Bl Sia>=1, bm o= +oo, alors
n—f =
foo A" poc 4"
T Tt

siagzs Eﬂ:::rie_q'dum&riqucf {Eﬁ}" diverge, ef par lo régle d dpuivalence
n=d

.,f.,s:-:n diverge, of 5 a < 5 lo série glomeétrique :En E}“ conuerge, o
= 1+a"
donc .:EuE'" T oy

1.4 Comparaison d'une série avec une intégrale

1.3 Théoréme |
Soient ng € N et [ : [ng, +oc|— RY une fonclion continue el démoisante,

-I."

posons w, = [(n) pour bout n = ng. La série ‘Eu‘._‘ comverge si el seulement
n=0

:rfﬁ:]d_r converge, el on &

;IFHI]I'Iﬁ niun % f(na +JT}'{:] .

Démonstradion.
Soit k € N avec k 2 g, [ est décroissante sur [y, +oc|, et pour tout = € [k, &+ 1],

flk+1) £ fl=) £ flE),



1.4 Comparasmon o 'une série avese une intégrals Chapitre 1

en intégrant par rapport & = de k& k + 1, on obiient
k41 Etl B+l

-!rf'.ri:+1]-|:lt$=' !;[:}an;ifﬂk}a:,

fk+n g [ fle)as< gk,
[

en sommant de ng & n, =t en ulilisant le fait gque uy = f(n) pour tout 0 2 ng, on

obti=nt
" E1

Yunsy [fieis EEE

E-ng k =
d’oil
ntl

Y owes [ fimd € Y
g k£ Ty

E-mnl

en déduit gus
Sapr =5, € [ flddr g S-S

1- & J||:F.I"|:!J-=|I COOVETEE,

S € [fadde+ S, € [ a5, = .

o M est une constante positive

La suite (Seep) est done majorée =t comme ¥ wy, esk une sér= A termes
nel
positifs alom d'aprés le Lemme 1.3, la sfrie El::.., COIVeETHE.
M

2— Supposons maintenant que la série 'Eu.-. est comvergente de soanme 5,
n=20

_]Irmf[zldzﬁ 5

B



1.4 Comparason d'une série mrec une mkégrale Chapitz= 1

O
1.4.1 BSérie de Hiemann
1.5 Définitica |
1
ﬂnuppeﬁ'e.ﬂ’fedeﬂimfnﬁﬁezﬁnﬁnEl ]
1.4 Proposition ] .

La série de lfemann comverge 5 el seulament 5 o = 1, c'ssl-d-dire
1
¥ .EI-n-}l.i'n.:il'IeE; COAITVET e

* 8% l.fn.:-ilieE% diverge.

Il émonatration.
1

1} Sia< uy = =n ", an_.I:':IuEu., = +oo.

2) Sia €0, limu, # 0, la condition nécemire de comvergence n'est pos
vézifiée et doac T # est. divergente.

3) Sia > 0, In fonction f{z) = ﬁ est. pasitive et décroimante mur [1, +oa]
Dingrés le thécréme précédent, Ia sirie de Riemann E# comverge si et

fz=
s=ulement si Uintégrals f%d‘: comverge, Or

fﬁr]dzf dr = [1-¢.]Iur= 1_lu(n:.1..—l:J i afl

Ihn 5 a=1

al
ors .

r._.h,fﬂl':l-:l.t { 1—a .-'“' o],

4o o= a5 L

La série % w, comvergesi 0 < o = 1 et diverge 5 o > L
nel



1.4 Comparason d'une série aver une intégrals Chapitre 1

Exercice 1.2. Etudier lo nafure des sérier suivantes

Zn:'+]' ‘Z'Ta:'+.,|.-"ﬁ1 E i
n=i n—d n—0

L5 Proposition [Régle de Riemann) J|

o=
Soil ¥ un une série réelle 4 fermes posilifs
m=0

1. Supposons gqull exste o = 1 bel gque linm n®u, = 0, alors la sfrie
p——.—
==

¥ up converge.
n=0

= -]
? 5 ]:|.|:||1. My, = +0o0, alors [a séie } u, diverge.
M= -0 m—i

D émeonstraion.

1. On u."_l.'i.l:lrl._:l:rl"mI1 = 0 dome
. - . E _E
WE =0, 3ng £ M,V 2 ng; —n—u{u.-.h':F.

=0
Grice a la régle de comparason ¥ w, st comvergente
=0

2. Pour b= deuxiéme point de la proposition, on le monkre aussi en wtilsant &

déhnition de ln Hmite et la régle de compamison.

Exemple 1.9
1

1) Sodt la série "EIW, om g

) s 1 L n
n];qun (== anIF:l'.ehlf-'lﬂ:'“"

i w

= bm —
n—I::ehl'll' nj
- n

= m —ppe

n—fmpg ™

= lm nEdnhn

(k.



1.4 Comparaison o une série aver une ntégrals Chagpitre 1

[V apres la régle de Hiemann lo sénie EI:L':I ]_I""" axl convergente.
7) Soit la série 3 ,
I Do seTie .-.E|I:]nn.]=

. 1
nE“F=”unny=

= o0,

[V aprés la rigle de Hiemann lo série EI: axt divergente.

Lu n)?

1.4.2 Série de Bertrand

16 Diéfiniticn | .
On appells série de Bertrand la séne % ﬁ oit (o, B) € R,
L6 Proposition .

o 1
I ﬂln}l.Em camverge pour lout 3 & B
2 Siw<l, Eﬂ[—ﬂ-d.r'Lﬂ',grpml:rh:IulHFR
3 Eﬁn:llzﬂ comverge 4 =t senlement = 2 > 1
n{lnn

Démonatration.
1 1
1 Sia 1 alom o }l:ptmns'_r=n+,|.'-nr_rum'|1qu.:-
1 I ra) —# :
].u'n r|."'1.r..,_ lim »= — = |.i.1'nl:—_nj|—=|:|. YAeR,
rl—|= "[l.'un_.- m4ix T

1
en utilisant Ia régle de Riemann, ba série T comverge si @ = 1 pour

n*(ln
tout # = R.

2. Sia < 1, nous avons

nI—-.":|“.-:|:mlllrI - ‘]il'_l:l: l:llII 1?_|l:‘ = oo,

1
et d'aprés la rigle de Risnann la série divergs si o < 1 pour
L
tout 8 = R



1.5 Séries nlternies Chagitre 1

1
3 8ia=1u= AP on utilise compamison mec une intégrale.

Comsidérons Ia fonetion f : [2,-+oo|—+ R, difinie par fx) = :[TL]F' f
est positive de plus elle est décroimante =t continue, en posnt © = lnd, on

obtient \
Jlf dr _J{d!
) [ F
2 In1

done
A ir Iu.i.l:u

b T

2 2

L'int&grale de Hismann J’r I;I—;-Er.i:te.-.'i et seuleanent si 7§ > 1, par consfquent
k2

Jﬂrmﬂuﬂcm st seulement si # = L

[ aypures le Théoréme 1.4, ln:érizzwln]p comverge = b seulement 5i § = 1
a

1.5 Séries alternées

1.5.1 Régle d’Abel

L4 Théoréme (Théoréme de sommation d’Abel) .
Soil (G neN une swle i fermes positifs déoroimsante el fend vers ) et soif (by)

une suits numdigue bedle gue

M =0, Iiht £M, ¥nel (L1]
=T

alors la série ¥ agby comvengs.
o

Démonstraion.



1.5 Séries nliernées Chapitre 1

L'idée de ln démonsiration est d'effectuer un changement dans la sommation. Pour
tout n = 0, posons By = bp+b + - - -+ bn. Par hypothése, ba suite (Baen) est borose.,
Nous ferivons les sommes partielles de la sfrie aﬂ“b.-. sous la forme subvanks

ne

Sa = aghy + ayly +--- + gy 1B, +aby
= molls + @[ By — Bo) + --- + @n-1{Hn_1 Bnz) + au{Bn — Bay)

= Molag —m) + Bi(ay —az) + --- + Ba-1(8n-1 — @a) + Bnan.

Nous allons montrer que la série ¥ Hulan — anga) est aleclument comvergente,
L2351

| Bty —8q 40 )| = |Hyllay — oy}
£ Mf“-‘“-n].

car (nen) =t une suite de réels positifs, décroissante =t | Hy| est borpé par M. Or
Mlag — @) +---+ Miagn — 8np1) = M{ga — anga),

qui tend vers Mag puisque ap tend vers (.

La série % Moy — gny1) comverge, et d'aprés le critére de comparaison la série
33 Bulo ) ek comvesgeie . On At que L st 5,y ot comvergente
d'oi la coovergence de la sésie } anh,. d

el
Exemple 1.10.

Soit bz série E? Fﬂmmn,:%:fbn = minn.
n=1I

(@y)nen o=t ume suite & termes positifs déoroissante of tend vers 0, of ¢ = cosk +
isink donc

iﬂ'k:intﬂi‘-fi 3 sin k,
E-1 E-1 E-1
d'outre part

I ¢ —e""”'| 2
e* = A
2

— IT1-¢ =i

Alors d'aprés la rigle d'Abel ¥
n=I

rd mRe sfie oonpEgenie
n



1.5 Séries nliernées Chapitrs 1

1.7 Définiticn |

O dit gqu’une série A termes réels % u, el allernée 5
mc D

W EH:H-;' =|:'—1]."'..:_ ou Uy = [—1]"'”:1,| HVET iy o

1.5 Théoréme (de Leibnix) I
S Ia muite (Gn)nen ==l posilive, déooizsanie el elle tend vers 0, [ sfirie
‘E"i—ll“ﬂn comverge.

T

Démenatration.
Supposons que (anlncy st une suite postive, décrodsantes vers 0. Seit b, = (-1,
n |
'!"EI £ 1, et d'aprés le théordme de sommation d'Abel % (—1)®b, comvesge. [
mal

1.5.2 Convergence absolue et semi convergence

1.8 Déchiniticar |
1} O dit gu'une séne % wy o5t absolument convergents s ef seulemend
5
si [n sfrie 3 |un| urmmuﬂ:nb:
ni N

-hl

2} O it gu'une wine Y up el semi oorvergente 5 ells sl comver gente
5
sans qu ole sl abﬁumﬂnﬁ corrvergenbe.

L6 Thénréme | o
Tonte sétrie absolument comvergenle st convergenie.

Démomatration.
Sait EH"“ une série absolument. comvergente, done la série 'Z"|1:...| comverge d aprés
le critére de Canchy de coovergence des séres, = oo a

7
Vex0, ANeN VpgeN, g=p= N; E hug|| < &

=

COLTLITeE

E th £ E fesi,

k=pil =



1.6 Séries & termes réels de signe quelcongue Chapitre 1

alors ; I
Ye=0, AINENYpgeN g>p2 N,; E ug| < L,
E=pil I
o it hn:n\fﬂ'guncekln:éri:zkuﬂ. O
=
Remargue 1.5.

1. La réciprogue du théoréme pricédent e fausse, on pewd premdre comme condre
=i 1™
ﬂm_plufﬂr-&iezl: ::] :
n=1

2. Limtérét fondomendal du Thémreme 1.5.2 et que ['on pend appliguer [es pro-

prictés des siries 4 termes positifs, @ lo sdrie ) |u, | qui et & termes posiifs

1.6 5Séries i termes réels de signe quelcongue

1.6.1 Critére de Cauchy

1.7 Thécrime |

-Hl

Soit (Umlnes upe spite de nombre réels ou complexe, supposons que
Em ¢ '1.|:-.-.| = I, alors

n— fims

I S5il <1 In série ¥ up converge absod nment.
L]

2 85il>1Insére Y u, diverge
==

3 5l =1 on e peut rien condure

Démomatraion.

Om s |i.|::| 3 Jun| = I, aloes
Vo =0, Ing € N, ¥n Zng; |[§,| -1 €1,
d ot
YE=0 3ng e NVn 2ng; ([ —2)" < |u, ) = ([+c)"

1. Supposcns que [ < 1 et presons € €)0,1 — I, I+ £ < 1, et on & uy % (1 + )"
pour tout n Z np. Par conséquent |a série 3 |ug| comoerge
nef






1.6 Séries & termes réels de mgnes quelcongue Chagitre 1

2. Supposoms que | > 1 et prenons £ =1 — 1, on a done uy 3 1 pour tout n 3 ng.
Doae b série ¥y, diverge.
n&lN

Exemple 1.11.
Soit a > 0, considérons lo série de terme géméral uy = (n+%) )

et ume gérie d fermes posdlifs, o om o4
iy Posmijs,
neN

|:i|:: 1,'."|u,|= |:i|::| (ﬂ+l} = .
m- o Lo -] Tl

Sia<l, iﬂmeEu-,:ﬂnﬂrgeu!la}l ¥ty diverge ot powr [ cosa=1om
1
pnimﬂn.‘r:'rqur.iﬂmn&han nﬁumndcmmym nest pas verifide,

1.6.2 Critére de d'Alembert

_I 1.8 Théoréme ! -,

Soit (uglnew une spile de nombre réels ou compleve, supposans gue
fim ‘“‘"I-i
nttae | g |

L Sil<l, ¥ tn converge shaonlumend
nel

2 8il=1, }:"u,.ufurgt
nE
3 Sil =1 on ne peut rien cond ure

Démonatraion.
fthn

=
Ve =0, Jng £ N, 2 mg; (1 — £|ug| £ ug | £ (4 )"

—!.nl-:lr:

Supposons que

1. Soitl < letc €l 1-ifalomi+c< 1, ¥ {[+c)" est une sirie gloméérique
il
coavergente, ef on & u % (I + £)"|ug| pour tout n % mg. Par conséquent ba
série ¥ |ug| comverge,
neN
2. Supposcns que | > 1 et prenons £ = [ — 1, oo a dooe uy 3 1 pour took n 3 ng.
Par conséquent ba série 3 uy diverge.

neEN



Remarque 1.6.
1. §il=+o0 oul =10 om peut appliguer [e==s rigles de Couchy o de d" Alembert.
s Siu};?:ml":“ =1 alors lim_/Tua] =
Exemple 1.12.
Soit la série Yup de terme g&l&'ﬂﬂm:%,
n=ii .

i“ull|= lim Mn_lz Ij|:||1 (1+i)n= bm I!.nl"{HJ.':'I
I M= {3

[V aprés lo régle de d"Alembert lo série est dicergente

1.6.3 Régles générales
Sobent ¥ up et Yy deux séries numériques.
ne el

L 8i ¥ u, et } v, convergent alors } (u, + v, ) converge.

neN m N neN
2 5 ¥ up convergs alom pour tout @ £ R, Y ouy, comverge.
nM N
3 85 ¥ up comverge et ¥ diverge alos 3 (ug + ) diverge.
neMN nel mh
4 5 Z;[u.ch Z;[n.ﬂivug:u{ alors on peut ren dire sur la nature de la sésie
el el
3 (tn + ).
neN
Remarque 1.7.

1} Les denr premiéres propridtés de lindorid (sommation of produit por un sco-
lgire) conférent 4 Uensemble des sénies numériques convergendes lo siructure
algétrique d'un sous- espace vectoriel de Uespace vectoriel de tordes les séries

TV e,



1.6 S&ries i bermees réels de signe quelcongoe Chapitze 1

2} L'ensemble des sfries numérigues divergentes nest por mn sons espaoe Dec-
toriel de Fespoce vectoriel de tordes les sénies numdrigques, cor lo somme de
denr séries divergentes n'est pos fonjorrs une série divergente, souf 5 elles
sord de méme signe.

Exemple 1.13.
]  da] po= ]
1]-hﬁ:mmeE;—E;—D:d:mtug-:d:hmqu:iumazn
m=] m—0 n=1

=]
—t = sont divergentes.

.
sord

2} Lo sénie ‘E +;1 ext divergente, mois les séries ‘E—

n=1T n -+ |-||I'L|-||l'|.+1

diverpentes.

1.6.4 Méthode de développement limité

et une technigue qu'on appligqus sur quelqoes sériss & termes queslcongues pour
lesquelles les critéres préctdents ne s'appliquent pas 1] suffit d'ulilser o dévelop
pement amymptotique du terme général

Soit la série :Eu:"';-:fT m n'est pas dérmissante of donc on

ne peut par appliquer = théordme de Leibraz.
e e 1
St e 1+i;2

at I:u,-'l—] tend vers [ lorsgue n tend vers +oo, dons or cor on pend odilisd le diwe.

leppemend limid de [a fonction - !
C
N ETESTE. S s

au voisingge d= 0 @ Uerdre 1,
T




1.7 Produit des séries Chapitre 1

(—1)"
Jn

2

est une série o anée comvergente, of on o

1 1 1
Lo (1) =l
n n n
1 . .
la série ¥ — est une série divergente, o d'aprés = oritére dSpuivalence de séries
m

i termes posiifs El +o [:l} ext dicergente E‘v__‘ est divergenis comme somme
T ne

n
d'ume sdrie conpergente of une autre divergente

Remarqgue 1.8,
E'n utilirant lz développemend Emite, il fout développer & un ordre suffisamment dlens

pour olerdr un rede absolumend convergend.

1.7 Produit de des séries

1.0 Définition |

ﬂnn.pﬂfes&iep‘u&ﬂdﬂﬂﬁﬂﬁu“ H‘El'n,faﬁie‘zw,d:rn!fekmr
n=0 n=i n=0

gendral est donné par

.

Wn = h-l Wy, = E:uul:l:n—i:l
=]

alors
W = ugeg
= ugE) T Uty
Wy = WUpPn -+ W ER—1 + --- 1 Unbo.







