Matrices / Normes vectorielle & matricielle

2.6- Norme vectorielle et matricielle :

2.6.1- Norme vectorielle : On appelle norme (ou longueur) de v € R™

le nombre réel positif ou nul définipar: ||v|| = Jl?f + v+ o+ 12
Une norme sur un espace vectoriel V est une application

II.]l: V = R* qui vérifie les propriétés suivantes
e ||v]|=0=v=20

o |lav|| = |a|||lv||,Va € K,Vv EV

o lu+vll<lul+lvl, Y(wv)ev?

| Proposition : Soit v € K™. Pour tout nombre réel p = 1,

n 1
I'application ||. ||, définie par  [[v]], = (Zwilp)
i=1
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n Lp
ol = (ZW)
i=1

D’apres cette proposition on déduit que

1
v vl = GRul?) 2

Vo Y]l = Maxy <jzn | V|




|
|
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2.6.2- Norme maftricielle :

On appelle norme de A € M, ,,

(K) le nombre réel positif ou nul défini,

par exemple, par la norme de Frobenius : ||A]|f = JE?::LE}?i:llflijlz

C’est la norme euclidienne de matrice A considérée comme un long vecteur.

Une norme matricielle sur M, (K) est une application

II.1|: M, (K) — R* vérifiant

e |[A]=0=24=0

* |leA|l = |a
e ||A+B| =
e ||[AB|| <A

A||,Va € K,VA € M,,(K)
Al +1IBIl, Y(4,B) € M, (K)?

IBIl, V(4 B) € M,(K)*
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(Y ey
Soit 4 une matrice carrée d’ordre # et notons q,j%;
j=1
Ii mn
: : X2 a5 : X;
a;; ses coefficients. Soit X =| .” |onaalors 2,jj
L 3 j=1
X, :
AX =|
E a;jXj
j=1
mn
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D’aprées la norme vectorielle ||. || ;. on peut écrire

|

n

x|l = )

i=1

n

j=1 i=1 j=1

n n

<> eyl
1
mn

j=1i=




Matrices / Normes vectorielle & matricielle

|

Finalement

g[Sl

On appelle norme matricielle une norme définie pour des matrices carrées.

La norme de la matrice A € M, (K) est une définie par :

IIAIII
= max||Ax||
0 [[x]| ]| =1

All =
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Exemple 01:

1 2 2 2
SoitA=| 0 2 1 etx=11
-1 2 2 0

Evaluer le produit 4x. Qu’observe-t-on ?

(% 2 3))-6)C)

| x est un vecteur propre de A de valeur propre A = 2.
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| Exemple 02 :

|

4 6 6
Soit lamatrice A = 1 3 2 |
-1 -5 -2

4 3
etlesvecteurs u=\| 1 |etv=| 1
—3 —2

Evaluer les produits Au et Av. Qu’observe-t-on ?

4 6 6 4 4

-1 -5 -2/ \-3 -3 j{guzlu
| 4 6 6 3 6 Av = 2v

-1 -5 -2/\-2 —4

~Doncu et v sont des vecteurs propres de A
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2.7.2- Définition :

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on dit que A est une
valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur
non nul x tel que : Ax = Ax. On dit alors que x est le
vecteur propre de A associé a la valeur propre / et
I’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de
A.

2.7.3- Méthodes classique de calcul :

On suppose que A est une matrice carrée d’ordre p. On
note o ; ; ses coefficients et Xi ceux de vecteur x.
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L’égalité Ax = Ax est présentee par le systeme suivant :

i

11 X1 + 12 Xo + - 4+ a1y Xp = AXj
a1 Xy + agpXo + 0+ a2 p Xp = 11X
4
| ap1 X1 + ap,2 X + + Qpp Xp = A XF'
( (&1;1 - ;U X; + a1 X2 + e 01, Xp =)
a7 1 X1 + (&2{2 - ﬂ) Xy + o+ (2, Xp =)

10
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. Pour gue ce systeme ait une solution non nulle, il suffit que le

| . :
determinant de (A — A1), soit nul.

. Ax=lxeo A-ADx=0=>det(A-11) =0.
Le scalaire A est valeur propre de A si et seulement si A— Al n’est
pas inversible. Autrement dit si et seulement si det(4 — A1)=0.

On sait qu’il existe n valeurs propres, donc on peut démontrer la

propriéte suivante :

det(4) = ﬁif , tr(d) = i‘;{i

11
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Exemple 01 :

Soit M 1a matrice réelle 3*3 suivante:

0 2 —1
M=13 -2 0
-2 2 1

Deéterminer les valeurs propres de M.
Solution :

—A 2 —1
dettM-AI)=|3 —2—2A 0
—2 2 1—A

3 —2-2 Y 2
:_1|—2 2 |+(1_M|3 _2_22
— (1—-N(%+21—8)
=(1-2DA+4)(A—2)

La matrice M admet donc trois valeurs propres distinctes qui

sont: 1:2:et —4. 12
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Exemple 02 : Soit 4 la matrice réelle 3*3 suivante:

1 2 2
A= 0O 2 1
-1 2 2

1. Deéterminer les valeurs propres de A.

2. Deéterminer une base de vecteurs propres

Solution :
1— A 2 2
1-det(4A — AI) = 0 2—A 1
—1 2 2—A
. B 2—A 1 B
=(1-2] 2 2-2 |2—}l 1|

=1-AD((2-D*—-2)+2(1-1)

=(1-AD2—1)°*

La matrice 4 admet donc deux valeurs propres distinctes

~quisont:1,2. 13
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2- on va déterminer un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

Pour/=1

Pour/i=2 (A-iDx=0=

(A—R,I)x=[}=‘:-\

1—-A4 2 2
0 2—A 1
—1 2 2—

J6)- (3

14
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Matrices diagonales par blocs :

Une matrice diagonale par blocs est une matrice de bloc qui est
une matrice carree, et comportant des principales diagonale des
blocs matrices carrées, de telle sorte que les blocs hors diagonale

sont nuls matrices. Une matrice diagonale par blocs A présente la

forme ) ]
A, 0 - 0
. : . 0 A, 0
ou A, est une matrice carrée. A -
La matrice A peut étre indiquée comme 0 Ai
L i

diag (A, A, , A)).

15
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Le déterminant d’une matrice diagonale par blocs est

egal au produit des determinants des blocs diagonaux.

La trace d’une matrice diagonale par blocs est ¢gal a la

somme des traces des blocs diagonaux.

16
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Matrice trapézoidale et triangulaire :

. Une matrice A (m*n) est dite trapezoidale supérieur si a;=0 pour

| i>]j, ettrapézoidale inférieure si a;=0 pour I < J. ce nom vient du

fait que, quand m < n, les termes non nuls des matrices

trapezoidales superieures ont la forme d’un trapeze.

Une matrice triangulaire est une matrice trapézoidale carrée

d’ordre n de la forme

—

ir]| 0 ...
f:gl Egg..

'i'l'll ":nﬂ AR

=

=

1"m-l:r.! |

ou U =

Uy U2 ...

0 woo ... usy,

- Upn |

s

17
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|

lipy 0 ... 0 Upy UL « .. Upy

lay lag ... 0 0 wos ... usy,
L= . . .| oulU=

_'{ul 'E:rJ.E v ETI::I'J.__ L 0 0 ... Unn |

La matrice L est dite triangulaire inférieure tandis

que U est dite triangulaire supérieure
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Matrice bande :

On dit qu’une matrice A (m*n) est une matrice bande si elle
n’admet des élements non nuls que sur un "certain nombre™ de
diagonales autour de la diagonale principale. Plus précisément, on
dit que A est une matrice bande-p inférieure si a;=0 pour i > j+p et
bande-q supérieure si a;=0 pour j > i+g. on appelle simplement
matrice bande-p une matrice qui est bande-p inférieure et

supérieure.

19
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Les matrices introduites dans la section précédente sont des
cas particuliers de matrices bandes. Les matrices diagonales
sont des matrices bandes pour lesquelles p=q=0. Les matrices
triangulaires correspondent a p=m-1, q=0 (triangulaire
Inférieures), ou p=0, g=n-1 (triangulaire supeérieures).

Il existe d’autres catégories intéressantes de matrices bandes :

les matrices tri-diagonales (p=0=1), les bi-diagonales

supérieures (p=0, gq=1) et les bi-diagonales inférieures (p=1,

g=0).

20
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Mentionnons egalement les matrices de hessenberg inférieures

(p=m-1, g=1) et les matrices de hessenberg superieures (p=1,

g=n-1) qui ont respectivement les structure suivante

h“ hlg 0 hu hu hlﬂ
th ]122 - h;_l] ]LQQ hgn
H = ou H -
. hm—lﬂ, 0
i h’ﬂll ------ ’Lmﬂ | i !Lr“”t-_l h‘?”:ﬂ _
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