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Chapitre 3

Introduction à la géométrie harmonique

3.1 Le fibré tangent inverse

3.1.1 Le fibré tangent inverse

(voir la sous-section 2.1.11 et la sous-section 2.2.5)

Soient M, N deux variétés différentiables et ϕ : M −→ N une application de classe C∞. Si
∇N est une connexion linéaire sur le fibré tangent (TN, πN , N), alors le fibré tangent inverse
est définit par

ϕ−1TN = { (x, v) |x ∈M , v ∈ Tϕ(x)N }
=

⋃
x∈M

{x} × Tϕ(x)N ,

et
Γ(ϕ−1TN) = {V : M −→ TN, ∀x ∈M , Vx ∈ Tϕ(x)N }

Localement pour tout X = X i ∂
∂xi

∈ Γ(TM) et ϕβ = yβ ◦ ϕ, on a

dϕ(X) = X i∂ϕ
β

∂xi
∂

∂yβ
◦ ϕ ∈ Γ(ϕ−1TN)

et

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = { ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ}
∂

∂yγ
◦ ϕ

En effet

∇ϕ
∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
) = ∇ϕ

∂

∂xi

∂ϕβ

∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∇ϕ

∂

∂xi

∂

∂yβ
◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi
(∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ
) ◦ ϕ

=
∂2ϕβ

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ

∂xj
∂ϕα

∂xi

N

Γγαβ ◦ϕ
∂

∂yγ
◦ ϕ. �
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3.1 Le fibré tangent inverse 55

Remarque 3.1.1. Soient M, N deux variétés différentiables, X, Y ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(TN)
et ϕ : M −→ N une application différentiable ; Si X et V ( resp. Y et W ) sont ϕ-conjugué
i.e.

dϕ(X) = V ◦ ϕ et dϕ(Y ) = W ◦ ϕ,

alors
∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ .

Proposition 3.1.1. Soit ϕ : M −→ N une application différentiable. Si ∇N une connexion
linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire ∇ϕ est compatible
avec la métrique hϕ sur ϕ−1TN . C’est à dire, pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN)
on a

X(hϕ(V,W )) = hϕ(∇ϕ
XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ

XW ) .

Preuve : Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(ϕ−1TN) et X̃, Ṽ , W̃ ∈ Γ(TN), tels que

dϕ(X) = X̃ ◦ ϕ , Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W

alors,

X(hϕ(V,W )) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ
= h(∇NeX Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ+ h(Ṽ ,∇NeXW̃ ) ◦ ϕ
= hϕ(∇ϕ

XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ
XW ) .

Proposition 3.1.2. Soit ∇N une connexion sans torsion sur N, alors

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X,Y ]) ,

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve : Soit V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs ϕ-conjugué avec X et Y respec-
tivement . On a

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X,Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ]

d’où

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ
= (∇N

WV + [V,W ]) ◦ ϕ
= ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])
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3.1 Le fibré tangent inverse 56

3.1.2 Seconde forme fondamentale

Définition 3.1.1. Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemannienne et ϕ : (M, g) −→ (N, h)
une application différentiable de classe C∞. La seconde forme fondamentale de l’application
ϕ est la dériveé covariante de la 1-forme vectoriel dϕ, définie par

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ) ,

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).
Propriété 3.1.1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable. Alors la seconde
forme fondamentale de l’application ϕ est une forme vectoriel C∞(M)-bilinéaire symétrique.
C’est à dire :

(∇dϕ)(α.X, β.Y ) = αβ(∇dϕ)(X, Y )

(∇dϕ)(X, Y ) = (∇dϕ)(Y,X)

pour tout α, β ∈ C∞(M) et X, Y ∈ Γ(TM).
Preuve : :

• On a :

∇dϕ(α.X, β.Y ) = ∇ϕ
α.Xdϕ(β.Y )− dϕ(∇M

α.Xβ.Y )

= α∇ϕ
Xβ.dϕ(Y )− dϕ(α.∇M

X β.Y )

= αβ∇ϕ
Xdϕ(Y ) + α.X(β)dϕ(Y )− dϕ(αβ∇M

X Y + α.X(β)Y )

= αβ[∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )]

• En utilisant la Proposition 3.1.2 on a :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X)− dϕ(∇M

Y X)

= ∇dϕ(Y,X) ,

Proposition 3.1.3. Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

∇d(ψ ◦ ϕ) = dψ(∇dϕ) +∇dψ(dϕ, dϕ) .

Preuve : Soit X, Y ∈ Γ(TM),

∇d(ψ ◦ ϕ)(X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d(ψ ◦ ϕ)(Y )− d(ψ ◦ ϕ)(∇M

X Y )

= ∇ψ◦ϕ
X dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇dϕ(X,Y )) .
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3.1 Le fibré tangent inverse 57

Définition 3.1.2. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application
ϕ : (M, g) −→ (N, h) est dite totalement géodésique si ∇dϕ = 0.

Remarque 3.1.2. ϕ : (M, g) −→ (N, h est totalement géodésique si et seulement si pour
toute géodésique γ : I ∈ R → M alors la courbe ϕ ◦ γ est une géodésique sur la variété N ,
i.e :

∇M
γ γ̇ = 0, ⇒ ∇N

ϕ◦γ
˙ϕ ◦ γ = 0

Définition 3.1.3. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞. La trace de la
seconde forme fondamentale de l’application ϕ est appelé champ de tension de l’application
ϕ, noté par

τ(ϕ) = trg∇dϕ. (3.1)

Remarque 3.1.3. Relativement à une base orthonormée (ei) sur M on a

τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei) ,

Si ( ∂
∂xi

) (resp ( ∂
∂yα

)) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp sur N), on a :

1)

τ(ϕ) = gij
(
∇ϕ

∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
)− dϕ(∇M

∂

∂xi

∂

∂xj
)
)

= gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ . (3.2)

τ(ϕ)γ = gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij) . (3.3)

(∇dϕ)ij =
(
∇ϕ

∂

∂xi

dϕ(
∂

∂xj
)− dϕ(∇M

∂

∂xi

∂

∂xj
)
)

= (
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ . (3.4)

(∇dϕ)γij =
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij (3.5)

Proposition 3.1.4. Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + trg∇dψ(dϕ, dϕ). (3.6)

3.1.3 Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété Riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de
tenseur g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M) défini pour tous X,Y ∈ Γ(TM) et p ∈M par

g(X, Y )p = hp(Xp, Yp) ,
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est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p ∈M on a

TpN = TpM ⊕ TpM
⊥ ,

où,
TpM

⊥ = { v ∈ TpN |hp(v, w) = 0 ,∀w ∈ TpM}

∀ v ∈ TpN ∃ ! v> ∈ TpM ∃ ! v⊥ ∈ TpM⊥ | v = v> + v⊥ .

Remarque 3.1.4. Soient X ∈ Γ(TM) et X̃ ∈ Γ(TN) un prolongement de X (i.e. X̃|M = X).
Si ∇N (resp ∇M) désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique h sur N (resp
sur M), alors

∇M
X Y = (∇N

X̃
Ỹ )> , X, Y ∈ Γ(TM) ,

est la connexion de Levi-Civita associée á la métrique g sur M, qui indépendent de choix de
prolongement.

La deuxième forme fondamentale de M sur N est donnée par

B(X,Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ , X, Y ∈ Γ(TM) ,

et la courbure moyenne est donnée par

H = traceB .

Définition 3.1.4. Une sous variété M d’une variété N est dite minimale si sa courbure
moyenne est nulle (H = 0).

Remarques 3.1.1. .
1) Soit i : M ↪→ N l’injection canonique, alors la deuxième forme fondamentale de i coincide
avec la deuxième forme fondamentale de M sur N, c’est à dire

∇di(X, Y ) = B(X, Y ) = (∇N
X̃
Ỹ )⊥ X,Y ∈ Γ(TM) .

2) Soit N ∈ Γ(TM⊥), on a

g(∇di(X, Y ),N ) = −g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) X, Y ∈ Γ(TM) . (3.7)

3) Dans le cas où M est une hyper-surface de N et N ∈ Γ(TM⊥), on a

∇di(X, Y ) = g(∇di(X,Y ),N )N .

En effet, pour prouver (2), soit p ∈M on a

g(∇di(X, Y ),N ) = g((∇N
X̃
Ỹ )⊥,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )− g((∇N

X̃
Ỹ )>,N )

= g(∇N
X̃
Ỹ ,N )

= X̃(g(Ỹ ,N ))− g(Ỹ ,∇N
X̃
N ) ,
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Si (ϕt(p))t est une courbe sur M , définie au voisinage de 0 ∈ R, telle que X̃p = ∂
∂t
ϕt(p)|t=0,

on a

X̃p(g(Ỹ ,N )) =
d

dt
g(Ỹ ,N ) ◦ ϕt(p)|t=0

=
d

dt
gϕt(p)(Ỹϕt(p),Nϕt(p))|t=0

=
d

dt
hϕt(p)(Yϕt(p),Nϕt(p))|t=0

= 0 .

(3) découle immédiatement de (1) et (2).

Exemple 3.1.1. Si M = Sn ⊂ Rn+1 désigne la sphère unité et N =
∑n+1

i=1 x
i ∂
∂xi

le champ de
vecteur normal à la sphère, alors

∇di(X, Y )p = −g(X, Y )pNp X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M . (3.8)

g(∇di(X, Y ),N )p = −g(X,Y )p X, Y ∈ Γ(TM) , ∀p ∈M ,

en effet, ceci découle de la formule 3.7 et de la relation

∇Rn+1

X̃
N = X̃, ∀X̃ ∈ Γ(TRn+1).

Définition 3.1.5. Troisième forme fondamentale
Soit ϕ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.
La troisième forme fondamentale de ϕ est la dérivée covariante de ∇dϕ , elle est définie par :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇X(∇dϕ(Y, Z))−∇dϕ(∇XY, Z)−∇dϕ(Y,∇XZ), (3.9)

õu X, Y, Z ∈ Γ(TM)

Proposition 3.1.5. Contrairement à la seconde forme fondamentale, la troisième forme
fondamentale n’est pas symétrique, nous avons :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y )−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ). (3.10)

Preuve :
par définition nous avons :

∇2dϕ(X, Y, Z)−∇2dϕ(Z, Y,X) = ∇X(∇dϕ(Y, Z))−∇dϕ(∇XY, Z)−∇dϕ(Y,∇XZ)

−∇Z(∇dϕ(X, Y )) +∇dϕ(∇ZY,X) +∇dϕ(Y,∇ZX),

en utilisant la deuxième forme fondamentale, un calcul direct donne :

∇2dϕ(X, Y, Z)−∇2dϕ(Z, Y,X) = ∇X(∇ϕ
Zdϕ(Y )− dϕ(∇ZX))−∇ϕ

Zdϕ(∇XY )

+ dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ
∇XZdϕ(Y ) + dϕ(∇∇XZY )

−∇Z(∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇XY )) +∇ϕ

Xdϕ(∇ZY )

− dϕ(∇X∇ZY ) +∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY ),
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il suit que :
= ∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

Xdϕ(∇ZY )−∇ϕ
Zdϕ(∇XY )

+ dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ
∇XZdϕ(Y ) + dϕ(∇∇XZY ))

− dϕ(∇X∇ZY ) +∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY )

−∇ϕ
X∇

ϕ
Zdϕ(Y ) + dϕ(∇Z∇XY )−∇ϕ

∇XZdϕ(Y )

+ dϕ(∇∇XZY )−∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇X∇ZY )

+∇ϕ
∇ZXdϕ(Y )− dϕ(∇∇ZXY )

= dϕ(∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇∇XZY

−∇X∇ZY )− (∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )

+∇ϕ
∇XZdϕ(Y ))−∇ϕ

∇ZXdϕ(Y ),

alors
= dϕ(∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇[X,Z]Y )− (∇ϕ

Z∇
ϕ
Xdϕ(Y )

−∇ϕ
X∇

ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

[Z,X]dϕ(Y )).

Du fait que :
∇Z∇XY −∇X∇ZY +∇[X,Z]Y = RM(Z,X)Y,

et :
∇ϕ
Z∇

ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ

X∇
ϕ
Zdϕ(Y )−∇ϕ

[Z,X]dϕ(Y )) = Rϕ(Z,X)dϕ(Y )

= RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ),

nous obtenons le résultat :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y )−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ).

3.2 Equations d’Euler-Lagrange
Soit U un ouvert de Rn. Le lagrangien sur U est une fonction de classe C∞ :

L : (x, y, t) ∈ U × Rn × [t1, t2] −→ L(x, y, t) ∈ R.

Etant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé consiste à chercher les
courbes ϕ : [t1, t2] −→ U tracées dans U , telles que ϕ(t1) = x1 et ϕ(t2) = x2, qui minimisent
la fonctionnelle énergie :

E(ϕ) =

∫ t2

t1

L
(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
dt. (3.11)

Pour caractériser la fonction ϕ : [t1, t2] −→ U , on considére la variation ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t)
où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une fonction non nulle, sauf aux bornes t1 et t2, on alors :

v(t1) = v(t2) = 0 , ϕs(t1) = ϕ(t1) = x1 et ϕs(t2) = ϕ(t2) = x2.
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Théorème 3.2.1.

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.

où <,>Rn désigne le produit scalaire standard sur Rn et

∂L

∂x
=
( ∂L
∂x1

, ...,
∂L

∂xn

)
,

∂L

∂y
=
( ∂L
∂y1

, ...,
∂L

∂yn

)
Démonstration. Soit φ : (−ε, ε)× [t1, t2] −→ Rn l’application définie par :

φ(s, t) = ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t). (3.12)

D’après (3.11) et (3.12), on a :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣
s=0

dt. (3.13)

comme

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
=

n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
+

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
. (3.14)

En intègrant par parties, on trouve :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t

(∂φi
∂s

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣t2
t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t

( ∂L
∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

))
dt. (3.15)

d’après les formules (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn
dt

+
〈
v(t),

∂L

∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn

∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.
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comme v(t1) = v(t2) = 0, alors

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
Rn
dt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt.

Théorème 3.2.2. La courbe ϕ : [t1, t2] −→ U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(ϕ) si et seulement si :

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))
= 0. (3.16)

Ce système de n équations différentielles du second ordre s’appelle système d’équations d’Euler-
Lagrange.

Exemple 3.2.1. Soient U un ouvert de Rn, L : U × Rn × [t1, t2] −→ R définie par :

L(x, y, t) =
y2

2
,

ici le lagrangien représente l’énergie cinétique.

E(ϕ) =
1

2

∫ t2

t1

(dϕ
dt

)2

dt

le système (3.16) est réduit à l’équation

d2ϕ

dt2
= 0

les solutions des équations d’Euler Lagrange sont les droites affine (géodésiques) :

ϕ(t) = a t+ b, a, b ∈ Rn.
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3.3 Applications harmoniques

3.3.1 Applications harmoniques

Définition 3.3.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemannienne de dimensions m et n respectivement. On appelle la densité de ϕ
l’application

e(ϕ) : M −→ R+ ,

définie pour tout x ∈M par

e(ϕ)(x) =
1

2
|dxϕ|2 ,

où |dxϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle dxϕ de ϕ au point x. Si {ei}1≤i≤m
est une base orthonormée de TxM , on a

|dxϕ|2 = trgϕ
∗h

=
m∑
i=1

h(dxϕ(ei), dxϕ(ei))

Si {xi}1≤i≤m et {yα}1≤α≤n sont les coordonneés locale autour de x ∈ M et ϕ(x) ∈ N respec-
tivement, alors

|dxϕ|2 = gijx
∂ϕα

∂xi
|x
∂ϕβ

∂xj
|xhαβ(ϕ(x))

L’énergie de l’application ϕ sur un domain compact D dans M est définie par

E(ϕ,D) =

∫
D

e(ϕ)vg =
1

2

∫
D

|dϕ|2vg

Une variation de l’application ϕ est une application de classe C∞,

φ : M × (−ε, ε) −→ N , ε > 0

(x, t) 7−→ ϕt(x)

telle que (ϕt) est une famille des applications de classe C∞ sur M, et ϕ0 = ϕ. Soit v ∈
Γ(ϕ−1TN) définie par

v(x) =
∂

∂t
ϕt(x)|t=0

= dφ(0,
d

dt
)(x,0) ∈ Tϕ(x)N

Définition 3.3.2. Application harmonique.
Une application ϕ : (M, g) −→ (N, h) de classe C∞ est dite harmonique si

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = 0

pour tout domaine compact D dans M et toute variation (ϕt) á support inclue dans D.
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3.3.2 Première variation d’énergie

Proposition 3.3.1. Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable et (ϕt) une
variation de ϕ á supports inclue dans D. Alors

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = −

∫
D

h(v, τ(ϕ))vg.

où v(x) = ∂
∂t
ϕt(x)|t=0 et τ(ϕ) = trg∇dϕ est le champ de tension de l’application ϕ.

Preuve : Soit {ei} une base orthonormée sur M et { d
dt
} base sur (−ε, ε), alors {(ei, 0), (0, d

dt
)}

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produit M×(−ε, ε),
et on a le crochet de Lie [(ei, 0), (0, d

dt
)] = 0, pour tout i = 1, ...,m, on a dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et

dφ(0, d
dt

) = v. En effet, remarquons que

dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε) −→ TN ,

dφ(ei, 0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0) ( formule deLeibniz )

= dxφ0(ei|x)
= dxϕ(ei|x)

et

dφ(0,
d

dt
)(x,0) = dxφ0(0|x) + d0φx(

d

dt
|t=0)

= dφx(
d

dt
)|t=0

= v(x) ,

avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t). Donc,

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(dϕt(ei), dϕt(ei))vg|t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))vg|t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t
h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
d

dt
), dφ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇N
dϕ(ei)

v, dϕ(ei))vg

=

∫
D

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei))vg
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Soit ω(∗) = h(v, dϕ(∗)), 1-forme sur M, alors

div ω = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei)

= ei(h(v, dϕ(ei))− h(v, dϕ(∇eiei))

= h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) + h(v, τ(ϕ)) ,

et comme
∫
D
div ω vg = 0, on obtient

d

dt
E(ϕt, D)|t=0 = −

∫
D

h(v, τ(ϕ))vg

Théorème 3.3.1. Une application différentiable ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique si et
seulement si τ(ϕ) = 0.

3.3.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 3.3.1. Toute application constante ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique.

Exemple 3.3.2. Le seconde forme fondamentale de l’application identité,
IdM : (M, g) −→ (M, g) est nulle, c’est à dire IdM est totalement géodésique, donc IdM est
harmonique.

Exemple 3.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout fonction f : M −→ R et
(ei) une base orthonormée sur M on a

τ(f) = trg∇df
= ∇df(ei, ei)

= ∇f
ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)

= ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)

= g(∇eigradf, ei)

= div(grad f)

= 4(f) .

Exemple 3.3.4. Soit Rn muni de la métrique canonique g0 et soit ϕ : (M, g) −→ (Rn, g0)
une application différentiable, ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x)). d’aprés la formule ?? et comme
RnΓγαβ = 0, on a

τ(ϕ) = gij(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ ,

c’est à dire,
τ(ϕ) = (4(ϕ1), ...,4(ϕn)) ,

d’où l’application ϕ est harmonique si et seulement si 4(ϕα) = 0, α = 1, ..., n, c’est à dire
ϕα sont des fonctions harmoniques.
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Exemple 3.3.5. Soit M =]a, b[ un intervalle sur R. Alors la courbe γ :]a, b[−→ (Nn, h) est
harmonique si

d2γα

dt2
+N Γαβδ

dγβ

dt

dγδ

dt
= 0 ,

donc, γ est harmonque si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 3.3.6. Soit S une surface dans l’espace euclidien R3, et soit :

ϕ : (Ω, <,>R2) −→ (R3, <,>R3),

une paramétrisation locale de S, où Ω un ouvert de R2. Supposons que :∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 =
∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2, 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

= 0.

Alors, S est minimale si et seulement si ϕ est harmonique. En effet, notons :

N =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ

∂y∣∣∣∂ϕ∂x ∧ ∂ϕ
∂y

∣∣∣
le vecteur unitaire normal,

E =
∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2, F =
〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3
, G =

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2,
e =

〈
N,

∂2ϕ

∂x2

〉
R3
, f =

〈
N,

∂2ϕ

∂x∂y

〉
R3
, g =

〈
N,

∂2ϕ

∂y2

〉
R3
.

on obtient :
H =

1

2

eG+ g E − 2f F

E G− F 2

la courbure moyenne de S. D’autre part :〈∂ϕ
∂x
, τ(ϕ)

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3
−
〈 ∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 − 1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2
= 0,〈∂ϕ

∂y
, τ(ϕ)

〉
R3

= 0.

Par conséquent τ(ϕ) est normal à la surface S et on a :

H =
e+ g

2E
=

〈
N, τ(ϕ)

〉
R3

2E
.
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Exemple 3.3.7. Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N.
Si i : M ↪→ N est l’injection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et seulement
si i est harmonique. En effet, en utilisant la Remarque 3.1.3 on a

∇di = B ,

d’où, τ(i) = H = traceB.

Exemple 3.3.8. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Si ϕ : M −→ N est un
plongement régulier isométrique, c’est à dire, ϕ est un plongement régulier tel que pour tout
p ∈M , X, Y ∈ Γ(TM) on a

gp(Xp, Yp) = hϕ(p)(dϕ(Xp), dϕ(Yp)) .

Alors, ϕ(M) est une sous-variété de N, de plus ϕ(M) est minimale si et seulement si l’appli-
cation ϕ est harmonique.
En effet, si ∇ϕ(M) est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique induite par h sur
ϕ(M), et B désigne la deuxième forme fondamentale de ϕ(M) sur N, alors

B(dϕ(X), dϕ(Y )) = (∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))⊥

= ∇N
dϕ(X)dϕ(Y )− (∇N

dϕ(X)dϕ(Y ))>

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )−∇ϕ(M)

dϕ(X)dϕ(Y )

= ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇dϕ(X, Y ) , X, Y ∈ Γ(TM) ,

Soit (ei) une base orthonormée locale sur M, comme l’application ϕ est isométrique, on a
(dϕ(ei)) une base orthonormée sur ϕ(M), d’où

H = traceB ( courburemoyenne )

= B(dϕ(ei), dϕ(ei))

= ∇dϕ(ei, ei)

= τ(ϕ) .

Exemple 3.3.9. Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite
sur la sphère unité Sn par l’injection canonique i : Sn −→ Rn+1. Soit ϕ : M −→ Sn une
application de classe C∞, posons ψ = i ◦ ϕ : M −→ Rn+1, alors ϕ et harmonique si et
seulement si

τ(ψ) = −|dψ|2ψ .
En effet, d’aprés la proposition 3.1.4 on a

τ(ψ) = τ(i ◦ ϕ) = di(τ(ϕ)) + tr∇di(dϕ, dϕ) ,

donc , ϕ et harmonique si et seulement si

τ(ψ) = tr∇di(dϕ, dϕ)

=
m∑
i=1

∇di(dϕ(ei), dϕ(ei)) ,
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où (ei) est une base orthonormée de TxM , x ∈M , en utilisant la formule 3.8 on obtient

τ(ψ) = −
m∑
i=1

g(dϕ(ei), dϕ(ei))Nψ(x) , où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dϕ(ei)|2ψ(x) , (Nψ(x) = ψ(x))

= −|dϕ|2ψ(x)

= −|dψ|2ψ(x) .

Remarque 3.3.1. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique. En particulier si φ est harmonique et si ψ et totalement géodésique
c’est à dire (∇dψ = 0), alors ψ ◦ φ et harmonique.

Exemple 3.3.10. Soit l’application,

ϕ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)

x 7−→ (x, 0) ,

on a,

τ(ϕ) = (
∂2x

dx2
,
∂20

dx2
)

= 0 ,

et soit l’application,

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)

(x, y) 7−→ x2 − y2 ,

on a,

τ(ψ) = ∆(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2 = 0 ,

alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques, mais remarquons que la composé,

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

x 7−→ x2 ,

est non harmonique, τ(ψ ◦ ϕ) = 2.
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3.3.4 Tenseur énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion est introduit par P.Baird et J. Eells [1]
Définition 3.3.3. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variété riemanniennes et φ : Mm → Nn

une application C∞, Le tenseur énergie-impulsion S(φ) associé à φ est un teneur de type
(0, 2) sur M , défini par :

S(φ) = e(φ)g − φ∗h.

Lemme 3.3.1. Soit G = (gij)ij une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G−1 = (gij)ij
désigne la matrice inverse de G, alors :

∂

∂gab
(gij) = −giagib

pour tout i, j = 1, ...,m.

Preuve : de l’égalité :
G−1G = (gij).(gij) = Id

on a :
∂

∂gab
(gij).(gij) = −(gij).

∂

∂gab
(gij)

= −(gij).δab (3.17)

où δab désigne la matrice (δai δ
b
j)ij. De la formule 3.17, on déduit :

∂

∂gab
(gij) = −(gij).δab(g

ij)

= −(giagbj)

= −(giagjb)

Lemme 3.3.2. Si G = (gij)ij est une matrice symétrique carré d’ordre m, alors :
∂

∂gab
(det(gij)) = cofacteur(gab)

Preuve : Si Ai = (gi1, ...., gim)t désigne la ième colone de la matrice (gij), alors :
∂

∂gab
(det(gij)) =

∂

∂gab
(det(A1, ...., Am))

= det(
∂

∂gab
A1, ...., Am)) + ...+ det(A1, ....,

∂

∂gab
Am))

= det(A1, ...
∂

∂gab
(Aa), ..., Am)

= det(A1, ..., (A
b
a), ..., Am)

= cofacteur(gab)

où Aba = (0, ..., 1, ..., 0)t.
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Lemme 3.3.3. Soent (Mm, g) une variété Riemannienne et (gu)u ∈ ⊗2T ∗M une variation
régulière de la métrique g (g0 = g), alors :

δg =
∂

∂u
(gu)|u=0 ∈ ⊗2T ∗M

En effet, localement on a :

gu(x) = gij(u, x)dx
i ⊗ dxj

d’où
(δg)ij(x) =

∂

∂u
(gij(u, x))|u=0dx

i ⊗ dxj ∈ ⊗2T ∗M

Proposition 3.3.2. Soient (φ : M → N une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm, g) et (Nn, h). Si (gu)u est une variation C∞ de la métrique g sur un domaine
compact M , alors la prmière variation d’énérgie de φ respectivement à la variation (gu)u est
donnée par :

dE(φ)

du
|u=0 =

1

2

∫
M

< S(φ), δg > vg (3.18)

où localement S(φ)ij = e(φ)gij − (φ∗h)ij et < S(φ), δg >= giagjbS(φ)ijδgab.

Preuve :

dE(φ)

du
|u=0 =

∫
M

de(φ)vgu
du

|u=0

=

∫
M

(
∂e(φ)vgu
∂gab

)δgab

=

∫
M

∂e(φ)

∂gab
δgabvg +

∫
M

e(φ)
∂vg
∂gab

δgab

Utilisant le lemme 3.3.1, on obtient :

∂e(φ)

∂gab
=

1

2

∂gij
∂gab

φαφβhαβ

= −1

2
giagjbφαi φ

β
j hαβ

= −1

2
giagjb(φ∗h)ij (3.19)
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De la formule vg = (det(gij))
1
2dx1....dxm et le lemme 3.3.2, on obtient :

∂vg
∂gab

=
1

2
(det(gij))

− 1
2
∂

∂gab
(det(gij))dx

1....dxm

=
1

2
(det(gij))

−1cofacteur(gab)(det(gij))
1
2dx1....dxm

=
1

2
gab(det(gij))

1
2dx1....dxm

=
1

2
gabvg

=
1

2
giagjbgijvg (3.20)

La preuve se termine par substitution des formules 3.19 et 3.20 dans 3.18.

Théorème 3.3.2. Soient (φ : Mm → Nn une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm, g) et (Nn, h), alors :

h(τ(φ), dφ) = −div(S(φ)). (3.21)

i.e : ∀X ∈ (TM), on a
h(τ(φ), dφ(X)) = −div(S(φ))(X).

où

div : Γ(T ∗M ⊗ T ∗M) → Γ(T ∗M)

% 7→ div(%) = trace(∇%)

Preuve : Si {Xi}i (resp {ei}i ) désigne une base locale ( resp orthonormale), alors :

div(S(φ)) = gijΣi(∇Xi(S(φ))(Xi)

= Σi(∇ei(S(φ))(ei)
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soit x ∈M et (ei) une base locale orthonormale telle que (∇eiej)x = 0, alors

div(S(φ)(ej) =
∑
i

(∇ei(S(φ))(ei, ej)

=
∑
i

(∇ei(S(φ)(ei, ej))−
∑
i

(S(φ)(∇eiei, ej)−
∑
i

(S(φ)(ei,∇eiej)

=
∑
i

(∇ei(S(φ)(ei, ej))

=
∑
i

ei(S(φ)(ei, ej))

=
1

2

∑
i,k

ei(h(dφ(ek), dφ(ek))g(ei, ej))−
∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
1

2

∑
i,k

ei(h(dφ(ek), dφ(ek)))δ
j
i −

∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
1

2

∑
k

ej(h(dφ(ek), dφ(ek)))−
∑
i

ei(h(dφ(ei), dφ(ej)))

=
∑
k

h(∇φ
ej
dφ(ek), dφ(ek)−

∑
i

h(∇φ
ei
dφ(ei), dφ(ej))−

∑
i

h(dφ(ei,∇φ
ei
dφ(ej))

= −h(τ(φ), dφ(ej)) +
∑
i

h(∇φ
ej
dφ(ei), dφ(ei)−

∑
i

h(dφ(ei,∇φ
ei
dφ(ej))

= −h(τ(φ), dφ(ej)) (∇φdφ est symétrique).

Corollaire 3.3.1 (Loi de conservation). Le tenseur énergie impulsion d’une application har-
monique φ : M → N est de divergence nulle

τ(φ) = 0 ⇒ divS(φ) = 0

Corollaire 3.3.2. Si φ : M → N est une submersion sur un ensemble dense, alors φ est
harmonique si et seulement si divS(φ) est nulle

τ(φ) = 0 ⇔ divS(φ) = 0

3.3.5 Métrique critique

Définition 3.3.4. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne compacte orienté. Une métrique
Riemannienne critique est un point critique pour la functionnelle :

H(g =

∫
M

|Sg|2vg

où Sg désigne la courbure scalaire de (M, g) et vg désigne l’élèment volume mesurer par g.
Localement, si on note par (xi)

m
i=1 les coordonnées locale sur M et Ricgij les coordonnées

du tenseur de Ricci associé à g, alors g est une métrique critique, si et seulement si on a :

m∇i∇jSg −mSgRic
g
ij − (∆Sg)gij + S2

ggij = 0 (3.22)
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(For more details, we can refer to [15] and [92])

3.4 Déformation conforme

3.4.1 Déformation conforme de la métrique de départ :

Proposition 3.4.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une appliction de classe C∞ et g̃ = e2γg
une déformation conforme de la métrique g. Alors le champs de tension de ϕ associé à la
nouvelle métrique g̃ est donné par :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)] (3.23)

Preuve : :
Soit (ei)1≤i≤m une base orthonormale associeé à la métriqe g. Par définition du champ de
tension (Définition 3.1.3), on a :

τ̃(ϕ) =
m∑
i

{∇ϕeeidϕ(ẽi)− dϕ(∇̃Meei ẽi)} =
m∑
i

{∇N
dϕ(eei)dϕ(ẽi)− dϕ(∇̃Meei ẽi)}. (3.24)

où ẽi = e−γei, i = 1, ..., n, est une base orthonormée relativement à la métrique g̃.

Calculons chaque terme de l’équation (3.24) :
1)On a

∇̃Meei ẽi = ∇̃e−γeie
−γei = e−2γ[−ei(γ)ei + ∇̃M

ei
ei]. (3.25)

D’aprés le Corollaire 1.5.1 ( formule 1.27) on obtient :

∇̃M
ei
ei = ∇M

ei
ei + 2ei(γ)ei − g(ei, ei)grad(γ)

= ∇M
ei
ei + 2ei(γ)ei − grad(γ)

(3.26)

En remplaçant (3.26) dans (3.25) nous obtenons :

∇̃Meei ẽi = e−2γ[∇M
ei
ei + ei(γ)ei − grad(γ)]

m∑
i

∇̃Meei ẽi = e−2γ[
m∑
i

∇M
ei
ei + (1−m)grad(γ)]

d’où
m∑
i

dϕ(∇̃Meei ẽi) = e−2γ[
m∑
i

dϕ(∇M
ei
ei) + (1−m)dϕ(gradγ)]. (3.27)

2) On utilisant les propriétés de ∇ϕ, on obtient :
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∇ϕeeidϕ(ẽi) = e−2γ∇ϕ
ei
e−2γdϕ(ei)

= e−2γ[−ei(γ)dϕ(ei) +∇ϕ
ei
dϕ(ei)]

= e−2γ[−dϕ(ei(γ)ei) +∇ϕ
ei
dϕ(ei)]

. (3.28)

d’où
m∑
i

∇ϕeeidϕ(ẽi) = e−2γ[
m∑
i

∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(gardγ)]. (3.29)

Remplaçons (3.29) et (3.27) dans l’égalité (3.24), nous obtenons :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)]

Remarque 3.4.1. Si la variété M est de dimension 2, alors toute application harmonique
reste harmonique, par changement conforme de la métrique de départ.

Exemples 3.4.1. Soit R3 (resp R2), muni de la métrique euclidienne, et soit l’application ϕ
définie par :

ϕ : R3 −→ R2

(x1, x2, x3) 7−→ (
√
x2

1 + x2
2, x3)

,

en utilusant les coordonneés cylindriques dans R3, l’application ϕ s’écrit :

ϕ : R3 −→ R3 −→ R2

(r, θ, x3) 7−→ (rcosθ, rsinθ, x3) 7−→ (
√
x2

1 + x2
2, x3) = (r, x3)

,

donc
ϕ(r, θ, x3) = ϕ(rcosθ, rsinθ, x3) = (r, x3).

d(r,θ,x3)ϕ =

(
1 0 0
0 0 1

)
En coordonneés cylindriques, la métrique de R3 est donnée par :

gR3 = dr2 + r2dθ2 + dx2
3

de base orthonormale :

e1 =
∂

∂r
; e2 =

1

r
.
∂

∂θ
; e3 =

∂

∂x3

.

tels que

[e1, e2] = −[e1, e2] = −1

r
e2 ; [ei, ej] = 0
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pour tout (i, j) 6∈ {(1, 2), (2, 1)}

R2 est muni de la métrique euclidienne :

gR2 = dr2 + dx2
3,

de base orthonormale
f1 =

∂

∂r
; f2 =

∂

∂x3

.

De la formule de Kozul, on déduit :

∇e1e1 = 0 ; ∇e2e2 = −1

r
e1 ; ∇e3e3 = 0 et ∇fifj = 0

pour tout i, j = 1, 2.

De la formule du champ de tension, on obtient :

τ(ϕ) =
1

r
.
∂

∂r

donc ϕ est une application non harmonique.

Soit g̃R3 = e2γgR3 , une déformation conforme de gR3, où γ = γ(r) dépend uniquement de r.

D’aprés la formule (3.23) de la Proposition 3.4.1 on a :

τ̃(ϕ) = e−2γ[τ(ϕ) + (m− 2)dϕ(gradγ)]

= e−2γ[
1

r
.
∂

∂r
+ dϕ(γ

′
(r)

∂

∂r
)]

= e−2γ(
1

r
+ γ

′
(r))

∂

∂r

avec gradγ = γ
′
(r) ∂

∂r
.

Ainsi ϕ est harmonique pour la métrique g̃R3, si et seulement si

γ
′
(r) = −1

r
,

ie
γ(r) = ln(

cst

r
)

3.4.2 Déformation conforme de la métrique d’arriveé

Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés rieman-
niennes et h̃ = e2γh, une déformation conforme de la métrique d’arriveé h .
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Proposition 3.4.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si h̃ = e2γh
est une déformation conforme de la métrique h, alors :

∇̃ϕ
XV = ∇ϕ

XV +X(γ ◦ ϕ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)]oϕ (3.30)

pour tout X ∈ Γ(TM) et V ∈ Γ(ϕ−1TN). Où ∇̃ϕ (resp ∇ϕ ) désigne la connexion du
fibré inverse Γ(ϕ−1TN) relativement à la métrique h̃ ( resp h).

Preuve : Soient X̃, Ṽ ∈ Γ(TN) tels que X̃ ◦ ϕ = dϕ(X) et Ṽ ◦ ϕ = V . Des formules 2.7
et 1.27, on a :

∇̃ϕ
XV = (∇̃NeX Ṽ ) ◦ ϕ

= [∇ eX Ṽ + X̃(γ)Ṽ + Ṽ (γ)X̃ − h(X̃, Ṽ )grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV + [X̃(γ)Ṽ + Ṽ (γ)X̃ − h(X̃, Ṽ )grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV + dϕ(X)(γ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)] ◦ ϕ
= ∇ϕ

XV +X(γ ◦ ϕ)V + V (γ)dϕ(X)− h(dϕ(X), V )[grad(γ)] ◦ ϕ

De la Proposition 3.4.2, on a :

Proposition 3.4.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. Si h̃ = e2γh
est une déformation conforme de h, alors :

τ̃(ϕ) = τ(ϕ) + 2dϕ(gradM(γoϕ))− |dϕ|2(gradN(γ))oϕ. (3.31)

Preuve : Soit (ei)i=1,...m une base orthonormée de (M, g), ona :

τ̃(ϕ) = traceg∇̃dϕ

=
m∑
i=1

{∇̃ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}+

m∑
i=1

{ei(γ ◦ ϕ)dϕ(ei) + dϕ(ei)(γ)dϕ(ei)}

−
m∑
i=1

{h(dϕ(ei), dϕ(ei))[grad(γ)]oϕ}

= τ(ϕ) +
m∑
i=1

{2ei(γ ◦ ϕ)dϕ(ei) +−h(dϕ(ei), dϕ(ei))[grad(γ)]oϕ}

= τ(ϕ) + 2dϕ(grad(γ ◦ ϕ))− |dϕ|2[grad(γ)]oϕ}
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3.4.3 Applications conformes

Définition 3.4.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variété riemanniennes, une application
φ : Mm → Nn est dite conforme s’il existe une fonction λ : M −→ R∗

+ de classe C∞ telle que
pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

h(dφ(X), dφ(Y )) = λ2g(X, Y )

La fonction λ est appelée fonction de dilatation associée à φ.

Proposition 3.4.4. Si φ : Mm → Nn est une application conforme, alors :

e(φ) =
1

2
| dφ |2= 1

2
mλ2

Preuve : Soit (ei) une base locale orthonormale, on a :

e(φ) =
1

2

∑
i

h(dφ(ei), dφ(ei))

=
1

2

∑
i

λ2g(ei, ei)

=
m

2
λ2

Lemme 3.4.1. Si φ : Mm → Nn est une application conforme, alors :

S(φ) =
(m− 2)λ2

2
g

Preuve : Soit (ei) une base locale orthonormale, on a :

S(φ)(ei, ej) = e(φ)g(ei, ej)− h(dφ(ei), dφ(ej))

=
1

2
mλ2g(ei, ej)− λ2g(ei, ej))

=
(1

2
mλ2 − λ2

)
g(ei, ej))

Proposition 3.4.5. Si φ : Mm → Nn est une submersion conforme, alors le champ de
tension est donné par :

τ(φ) = (2−m)dφ(grad lnλ)

Pr Mustapha Djaa 2017



3.4 Déformation conforme 78

Preuve :(version 1.)
Soit {e1, ..., en} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point x ∈M telle
que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. Au point x, on a :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei

(
h
(
dϕ(ei), dϕ(ej)

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)}
.

Puisque ϕ est conforme de dilatation λ et ∇ϕ
ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei), alors :

h
(
τ(ϕ), dϕ(ej)

)
=

n∑
i=1

{
ei(λ

2)
(
g
(
ei, ej

))
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ej
dϕ(ei)

)}
=

n∑
i=1

{
2λ2
(
g
(
ei(lnλ)ei, ej

))
− 1

2
ej(h

(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
)
}

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2ej(lnλ)

= 2λ2g
(
gradM lnλ), ej

)
− nλ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)λ2g

(
gradM lnλ), ej

)
= (2− n)h

(
dϕ(gradM lnλ), dϕ(ej)

)
.

Preuve :(version 2.) Soit (ei) une base locale orthonormale, du Théoréme 3.3.2, on a :

−h(τ(φ), dφ(ej)) = div(S(φ))(ej)

=
∑
i

(∇eiS(φ))(ei, ej)

=
∑
i

ei(S(φ)(ei, ej))

=
∑
i

ei(
(m− 2)λ2

2
g(ei, ej))

=
∑
i

(m− 2)

2
ei(λ

2)δji

=
(m− 2)

2
ej(λ

2)
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−h(τ(φ), dφ(ej)) =
(m− 2)

2
g(ej, grad(λ

2))

= (m− 2)λg(ej, grad(λ))

= (m− 2)λ2g(ej,
grad(λ)

λ
)

= (m− 2)λ2g(ej, grad(lnλ))

= (m− 2)h(dφ(ej), dφ(grad(lnλ)))

= h((m− 2)dφ(grad(lnλ)), dφ(ej))

Corollaire 3.4.1. Soit φ : (Mn, g) −→ (Nn, h) une submersion conforme, alors φ est har-
monique si et seulement si n = 2 ou la dilatation λ est constante.

3.4.4 Application semi-conforme

Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞, entre deux variétés rieman-
niennes. L’espace tangent au point x ∈M se décompose en somme directe :

TxM = Hx ⊕ Vx

d’un espace vertical Vx = kerdφx et d’un espace horizontal Hx = V ⊥
x (complément orthogonal

de Vx).
On note :

Cφ = {x ∈M/dφx ∼= 0} (3.32)

L’ensemble des points critiques de φ.

M = M\Cφ (3.33)

Définition 3.4.2. Supposons m ≥ n, l’application φ : (Mm, g) → (Nn, h) est dite semi-
conforme si pour tout x ∈M ,

dφx/Hx : Hx → Tφ(x)N

est une application linéaire surjective et conforme.
i.e : il existe une fonction λ : M → R∗

+ tel que pour tout X, Y ∈ Hx, on a

h(dxφ(X), dφx(Y )) = λ2(x)g(X,Y ). (3.34)

Remarques 3.4.1. :

• Sur M , on a : λ2 = 1
n
|dφ|2.

• La fonction λ peut-être étendue d’une maniére régulière à M , en posant λ/Cφ ≡ 0.
• La fonction λ : M → R+ est appelée fonction de dilatation de φ.
• Si m < n, alors la seule application semi-conforme est l’application constante φ = Cst

( M = ∅, Cφ = M) puisque dxφ ne peut pas être surjectve.
Par la suite, on cosidére dans le cas semi conforme m ≥ n.
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• Si Cφ = ∅, alors φ est dite conforme de dilatation λ.

• Si ϕ est semi-conforme, alors localement, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) =
∑
i,j

gij
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
= λ2 (hαβ ◦ ϕ) (3.35)

pour tout α, β = 1, ..., n.

Définition 3.4.3. Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application semi-conforme de dilatation
λ, alors :

• φ est dite submersion semi-conforme, si Cφ = ∅.
• φ est dite submersion riemannienne , si Cφ = ∅ et λ = 1M .

Proposition 3.4.6. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) et ψ : (Nn, h) −→ (P p, k) deux applica-
tions semi-conformes de dilatations λ et µ respectivement, alors ψ ◦ φ est semi-conforme de
dilatation αψ◦φ = λ(x).µ(φ(x)).

Preuve : Remarquons que :

• Hψ◦φ
x ⊂ Hφ

x

• dφ(x)ψ ◦ dxφ est surjective sur Hψ◦φ
x .

Soient X, Y ∈ Hψ◦φ
x , on a :

k(dx(ψ ◦ φ)(X), dx(ψ ◦ φ)(Y )) = k(dφ(x)ψ(dxφ(X)), dφ(x)ψ(dxφ(Y )))

= µ2(φ(x))h(dxφ(X), dxφ(Y ))

= µ2(φ(x)).λ2(x)gx(X, Y )

.

Proposition 3.4.7. Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application semi-conforme.
Si f ∈ C∞(N), alors :

∆M(f ◦ φ) = df(τ(φ)) + λ2(∆Nf) ◦ φ (3.36)

Preuve : :
Soient{ei}1≤i≤m une base orthonormée sur M, et {fi}1≤i≤n une base orthonormée sur N telles
que

e1, ..., en ∈ Hx ; en+1, ..., em ∈ Vx ; dφ(ei) = λ(fi ◦ φ), (1 ≤ i ≤ n)

alors d’aprés la formule (3.6) de la Proposition 3.1.4, on a :

∆M(f ◦ φ) = τ(f ◦ φ) = df(τ(φ)) + Trg∇df(dφ, dφ),
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Comme ∇df(dφ, dφ) est une forme vectoriel C∞(M) bilinéaire. on obtient :

Trg∇df(dφ, dφ) =
m∑
i=1

∇df(dφ(ei), dφ(ei))

=
n∑
i=1

[∇df(λ.fi, λ.fi)] ◦ φ

=
n∑
i=1

λ2[∇df(fi, fi)] ◦ φ

= λ2.(∆Nf) ◦ φ,

.

3.4.5 Morphisme harmonique

Les morphismes hamoniques entre deux variétés riemanniennes sont des applications qui
préservent l’harmonicité.

Définition 3.4.4. soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux va-
rietés reimanniennes de dimensions m et n respectivement. φ est dite morphisme harmonique
si et seulement si, pour toute fonction harmonique

f : V −→ R

où V est un ouvert de N tel que φ−1(V ) 6= ∅, la fonction

f ◦ φ : φ−1(V ) −→ R

est harmonique.

Théorème 3.4.1. (Caractérisation)
Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞, alors φ est un morphisme harmo-
nique si et seulement si φ est harmonique et semi-conforme.

Voir le livre de Paul Baird [7].

Remarque 3.4.2. D’aprés la formule (3.36) de la Proposition 3.4.7, φ : (Mm, g) −→ (Nn, h)
est un morphisme harmonique, si et seulement si, pour toute fonction harmonique f ∈
C∞(N),on a :

df(τ(φ)) = 0

Contrairement aux applications harmoniques, on a :

Proposition 3.4.8. La composeé de deux morphismes harmoniques est un morphisme har-
monique.
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Preuve : Soient φ : M −→ N et ψ : N −→ P deux morphisme harmoniques, alors si

f : W ⊂ P −→ R

est une fonction harmonique telleque ψ−1(W ) 6= ∅ alors :

f ◦ ψ : ψ−1(W ) −→ R

est harmonique car ψ est morphisme harmonique. donc

f ◦ ψ ◦ φ : (ψ ◦ φ)−1(W ) −→ R

est harmonique car φ est morphisme harmonique

Théorème 3.4.2. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme harmonique ;
2. ϕ est harmonique et semi-conforme ;
3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit non vide,

∆M(v ◦ ϕ) = λ2 (∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .

Démonstration.

Lemme 3.4.2 ([115]). Soit y0 ∈ Nn, (yγ) des coordonnées normales en y0 et {Cγ, Cαβ}nα,β,γ=1

des constantes avec Cαβ = Cβα,
∑n

α=1Cαα = 0. Il existe alors un voisinage V de y0 dans N
et une fonction harmonique v : V −→ R tels que :

∂v

∂yα
(y0) = Cα,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = Cαβ, (3.37)

pour tous α, β, γ = 1, ..., n.

Supposons que ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) est un morphisme harmonique. Munissons les deux
variétés différentiables M et N de coordonnées locales (xi) et (yα) respectivement, autour des
point x0 ∈ M et y0 = ϕ(x0) et supposons que (yα) sont des coordonnées normales en y0.
D’après le lemme 3.4.2 il existe une fonction harmonique v telle que pour tous α, β = 1, ..., n,
on a :

∂v

∂yα
(y0) = 0,

∂2v

∂yα∂yβ
(y0) = cαβ, (3.38)

avec cαβ = cβα et
∑n

α=1 cαα = 0.

La fonction v ◦ ϕ est harmonique dans un voisinage de x0, d’où :

0 = ∆M(v ◦ ϕ)

= dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= traceg∇dv(dϕ, dϕ), (3.39)
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∇dv =
∑
α,β

∂2v

∂yα∂yβ
dyα ⊗ dyβ =

∑
α,β

cαβdy
α ⊗ dyβ. (3.40)

D’après (3.39) et (3.40), on a :

0 =
∑
α,β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ

=
∑
α

g(gradM ϕα, gradM ϕα)cαα +
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (3.41)

Puisque
∑n

α=1 cαα = 0, on déduit :

0 =
∑
α

g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)cαα. (3.42)

D’après (3.41) et (3.42), on obtient :

0 =
∑
α

[
g(gradM ϕα, gradM ϕα)− g(gradM ϕ1, gradM ϕ1)

]
cαα

+
∑
α 6=β

g(gradM ϕα, gradM ϕβ)cαβ. (3.43)

Soient α0 6= 1, on pose

cαβ =


1, si α = β = 1 ;
−1, si α = β = α0 ;
0, si α = β 6= 1, α0 ;
0, si α 6= β.

D’après (3.43), on a :

g(gradM ϕα0 , gradM ϕα0) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (3.44)

C’est-à-dire, pour tout α = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕα) = g(gradM ϕ1, gradM ϕ1). (3.45)

Soit α0 6= β0 et soit :

cαβ =


1, si α = α0 et β = β0 ;
0, si α 6= α0 ou β 6= β0 ;
0, si α = β.

D’après (3.43), on a :
g(gradM ϕα0 , gradM ϕβ0) = 0. (3.46)

C’est-à-dire, pour tous α 6= β = 1, ..., n, on a :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = 0. (3.47)

des formules (3.45) et (3.47), on obtient :

g(gradM ϕα, gradM ϕβ) = λ2 δαβ, (3.48)
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pour tous α, β = 1, ..., n, où λ = | gradM ϕ1|. Ainsi, d’après (3.35) l’application ϕ est semi-
conforme. Si v : V −→ R est une fonction de classe C∞, définie sur un ouvert V de N , de la
Proposition 3.4.7 on a :

∆M(v ◦ ϕ) = dv(τ(ϕ)) + traceg∇dv(dϕ, dϕ)

= dv(τ(φ)) + λ2(∆Nv) ◦ φ (3.49)

Tenant compte que ϕ est un morphisme harmonique, de la formule (3.49), on déduit τ(ϕ) = 0
c’est-à-dire l’application ϕ est harmonique, d’où (1) =⇒ (2). D’après la formule (3.49) on a
(2) =⇒ (3). Enfin (3) =⇒ (1).
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3.4.6 Application de Hopf

Soit l’application de Hopf, définie en fonction de sa paramétrisation :

φ̃ : S3 ⊂ R4 −→ S2 ⊂ R3

(cos(s)eia, sin(s)eib) 7→ (cos(α(s)), sin(α(s))eiψ(a,b))

ϕ1 ↑ ↑ ϕ2

φ : R3 −→ R2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

notée en abrégé

φ : S3 −→ S2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka+ lb et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient :

gS3 = ds2 + cos2s da2 + sin2s db2

la métrique Riemannienne sur S3 obtenue par lamatrice tD(s,a,b)ϕ1.D(s,a,b)ϕ1.

hS2 = dα2 + sin2α dψ2

la métrique Riemannienne sur S2 obtenue par lamatrice tD(α,ψ)ϕ2.D(α,ψ)ϕ2.

a) Calcul du champ de tension τ(φ)

On a :

• { e1 = ∂
∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sins
∂
∂b
} est une base orthonormée sur S3.

• { f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une base orthonormée sur S2.

• dφ =

(
α′(s) 0 0

0 k l

)
, relativement à la base ( ∂

∂s
, ∂
∂a
, ∂
∂b

) sur S3, ( resp ( ∂
∂α
, ∂
∂ψ

) sur S2).

• dφ(e1) = α′(s) ∂
∂α

= α′(s)f1

• dφ(e2) = k
cos(s)

∂
∂ψ

= k sin(α)
cos(s)

f2

• dφ(e3) = l
sin(s)

∂
∂ψ

= l sin(α)
sin(s)

f2

• ∇e1e1 = 0

Pr Mustapha Djaa 2017



3.4 Déformation conforme 86

• ∇e2e2 = tan(s) ∂
∂s

= tan(s)e1

• ∇e3e3 = −cot(s) ∂
∂s

= −cot(s)e1
• ∇ ∂

∂α

∂
∂α

= 0

• ∇ ∂
∂ψ

∂
∂ψ

= −sin(α) cos(α) ∂
∂α

.

• ∇φ
e1
dφ(e1) = α′′ ∂

∂α

• ∇φ
e2
dφ(e2) = −k2sinα cosα

cos2s
∂
∂α

• ∇φ
e3
dφ(e3) = − l2sin(α) cos(α)

cos2(s)
∂
∂α

où α′ = dα
ds

.

Par définition, on a :

τ(φ) =
3∑
i=1

{∇φ
ei
dφ(ei)− dφ(∇eiei) } =

3∑
i=1

{∇S2

dφ(ei)
dφ(ei)− dφ(∇S3

ei
ei) } ,

il suit que :

τ(φ) =
(
α′′(s) + α′(s)(cot(s)− tan(s))− sin(α) cos(α)(

k2

cos2(s)
+

l2

sin2(s)
)
) ∂

∂α
(3.50)

b) Condition de semi-conformalité de φ :

on a :

1) dφ est surjective si et seulement si α′(s) 6= 0 et (k, l) 6= (0, 0).

2)(u, v, w) ∈ V(s,a,b) = Kerd(s,a,b)φ⇔ u = 0 et kv + lw = 0

d’où : V(s,a,b) =< (0,−l, k) >

3)(u, v, w) ∈ H(s,a,b) ⇔ g((u, v, w), (0,−l, k)) = −lv cos2(s) + kw sin2(s) = 0

d’où : H(s,a,b) =< (1, 0, 0), (0, k sin2(s), l cos2(s)) >=< (e1, e) >

tel que :

• e = k sin2(s) ∂
∂a

+ l cos2(s) ∂
∂b

= k sin2(s) cos(s)e2 + l cos2(s) sin(s)e3.

• dφ(e) = (k2 sin2(s) + l2 cos2(s)) ∂
∂ψ

= sin(α(s))(k2 sin2(s) + l2 cos2(s))f2

4) Utilisant la formule (3.34) de la Définition 3.4.2, on obtient
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h(dφ(e1), dφ(e1)) = (α′(s))2

= λ2g(e1, e1)

= λ2

h(dφ(e), dφ(e)) = [sin(α(s))]2[k2 sin2(s) + l2 cos2(s)]2

= λ2g(e, e)

= λ2[k2 sin4 cos2(s) + l2 cos4 sin2(s)]

= λ2 sin2 cos2[k2 sin2 +l2 cos2]

d’où :
(α′(s))2 = λ(s)2 =

[sin(α(s))]2

sin2 cos2
[k2 sin2(s) + l2 cos2(s)] (3.51)

De la formule (3.51), on obtient :

α
′
(s) =

sinα(s)

sin s. cos s
.β(s),

avec β(s) =
√
k2 sin2(s) + l2 cos2(s).

c) Condition d’harmonicité de φ

En dérivant α′
(s) on déduit que la condition de semi-conformalité se traduit par l’équa-

tion :

α
′′
(s) =

sinα(s)

sin(s). cos(s)
.β′(s) + [

sinα(s)

sin(s). cos(s)
]′.β(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+ [

α′(s) cosα(s)

sin s. cos s
− sinα(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin2(s). cos2(s)
].β(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+
α′(s)β(s) cosα(s)

sin(s). cos(s)
− sinα(s)β(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin2(s). cos2(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+
β2(s) cosα(s) sinα(s)

sin2(s). cos2(s)
− α′(s)(cos2(s)− sin2(s))

sin(s). cos(s)

= (k2 − l2)
sinα(s)

β(s)
+ cosα(s) sinα(s)(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)− α

′
(s)(cot(s)− tan(s))

ainsi

α
′′
(s) = (k2 − l2)

sinα(s)

β(s)
+ cosα(s) sinα(s)(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)− α

′
(s)(cot(s)− tan(s)) (3.52)

Substituant(3.52) dans l’expression de τ(φ), donneé par la formule (3.50), on déduit :

τ(φ) =
sinα(s)

β(s)
(k2 − l2).

∂

∂t
, (3.53)
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Conclusion :
• Si |k| = |l|, alors φ est un morphisme harmonique.
• Si |k| 6= |l|, alors φ n’est pas un morphisme harmonique .

3.5 Applications biharmoniques
Soit M = (Mm, g) et N = (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, et soit ϕ : M −→ N une

application différentiable. La bienergie de l’application ϕ sur un domaine compact D dans M
est définie par

E2(ϕ,D) =
1

2

∫
D

| τ(ϕ) |2 υg

où τ(ϕ) est le champ de tension de l’application ϕ et υg est la forme volume sur M associée
à la métrique g.

Définition 3.5.1. L’application ϕ : M −→ N est dite biharmonique si

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (ϕt) à support inclu dans D.

Proposition 3.5.1. (Première variation de la biénergie).
Soit ϕ : M −→ N une application différentiable et {ϕt}t∈I , I =]− ε, ε[, une variation de ϕ á
support inclue dans D. Alors

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

∫
D

h(υ, τ2(ϕ))υg

où υ(x) = ∂
∂t
ϕt |t=0 et

τ2(ϕ) = trg(∇ϕ)2τ(ϕ) + trgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ

est le champ de bitension de l’application ϕ. Où, trg(∇ϕ)2τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ) − ∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

trgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ = RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei) et RN désigne le tenseur de courbure de la

variété N .

Preuve : Soit {ϕt} une variation de ϕ à support inclu dans un domaine compact D de
M , on a

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(τ(ϕt), τ(ϕt))υg

et pour tout (x, t) ∈M×]− ε, ε[, on a :

• ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))(x,t) = τ(ϕt)x

• 1

2

∂

∂t
h(∇dφ((ei, 0), (ei, 0)), ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))) |t=0

= h(∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0)))
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