
Publications du Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane  2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pr. M. DJAA 
 

Géométrie Différentielle 

Variété

 

1ère Année Master 

      

Publications du Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane  2017

 

Géométrie Différentielle 

Variétés Différentelles

Année Master  

Publications du Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane  2017-2018
 

Géométrie Différentielle –i 

elles 





TABLE DES MATIÈRES 1

Table des matières

1 Complément de Topologie. 4
1.1 Espace Topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Toplogie Quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Construction des surfaces topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Exemples de construction de surfaces topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 Partition de l’unité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Notion de Variété. 23
2.1 Variété Différentiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Construction de variétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Applications Différentiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4 Théorème du Rang Constant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5 Sous Variété. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.6 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.7 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3 Espace Tangent à une Variété. 50
3.1 Espace Tangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Structure de variété sur TM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Champ de vecteurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.4 Groupe à un paramètre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.5 Algèbre de Lie des champs de vecteurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.6 Dérivée de Lie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.7 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.8 solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4 Espace Cotangent à une Variété. 76
4.1 Espace Cotangent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.2 Forme différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.3 Image inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5 ProduitTensoriel 83
5.1 Complément algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.2 Champ de tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.3 Contraction de Champ de tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



TABLE DES MATIÈRES 2

6 Connexion linéaire 97
6.1 Dérivée covariante de fonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.2 Connexion linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6.3 Tenseur de torsion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6.4 Tenseur de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
6.5 Connexion des champs de tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
6.6 Image d’une connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
6.7 Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.8 solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

7 Transport parallèle 119
7.1 Champ le long d’une courbe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

8 Géodésique 130
8.1 Courbe géodésique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
8.2 Fonction Exponentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
8.3 Interprétation géométrique de la torsion et de la courbure . . . . . . . . . . . . 136

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



TABLE DES MATIÈRES 3

Introduction

Je mets entre les mains de nos étudiants de mathématique "Master Géométrie Différen-
tielle" ce document tout en éspérant qu’il sera pour eux un aide et un outil de base.

Notre objectif est de faire comprendre aux étudiants du master les concepts de la géomé-
trie différentielle générale et le calcul différentiel sur les variétés réelles ( ou complexes) par
des méthodes simples et logiques.

Pr Mustapha Djaa
Professeur de mathématiques

Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane.
2017 - 2018

A tout chercheur de la vérité.

Pr Mustapha Djaa 2017-2018
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Chapitre 1

Complément de Topologie.

1.1 Espace Topologique

Définition 1.1.1. Soient E un ensemble non vide et T ⊂ P(E). On dit que (E, T ) est un
espace topologique si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. E, ∅ ∈ T .
2. Une intersection finie d’éléments de T est un élément de T , i.e.

{θi}1≤i≤n ⊂ T ⇒
n⋂
i=1

θi ∈ T .

3. Une réunion quelconque dŠéléments de T est un élément de T , i.e.

{θi}i∈I ⊂ T ⇒
⋃
i∈I

θi ∈ T .

Un élément de T est appelé ouvert de E.

(E, T ) est dit séparé si deux éléments distincts peuvenet être séparés par deux ouverts
disjoints, i.e.

(
x, y ∈ E; x 6= y

)
⇒

(
∃θ1, θ2 ∈ T ; x ∈ θ1, y ∈ θ2 et θ1 ∩ θ2 = ∅

)
.

Définition 1.1.2. Soit (E, T ) un espace topologique.
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1.1 Espace Topologique 5

• V ⊂ E est dit voisinage de x ∈ E, si il existe θ ⊂ T tel que x ∈ θ ⊂ V . L’ensemble des
voisinages de x est noté V(x).

• Une partie W ⊂ V(x) est dite système fondamentale de voisinage de x si tout élément
de V(x) contient un élément de W i.e.

∀V ∈ V(x), ∃W ∈ W : W ⊂ V.

• F ⊂ E est dit férmé si E − F ∈ T .

• Soit A ⊂ E, on dit que x ∈ E est intérieur à A, si A est un voisinage de x. L’ensemble
des points intérieurs à A est appelé ensemble intérieur et noté Ao (c’est le plus grand ouvert
contenu dans A).

• Soit A ⊂ E, on dit que x ∈ E est adhérant à A, si pour tout voisinage V ∈ V(x) on a
V ∩ A 6= ∅. L’ensemble des points adhérants à A est appelé adhérence de A et noté A (c’est
le plus petit fermé qui contient A).

• On dit qu’une partie B ⊂ T est une base d’ouverts lorsque tout ouvert est une réunion
d’éléments de B i.e.

∀θ ∈ T ; ∃(Ui)i∈I ⊂ B : θ =
⋃
i∈I

Ui.

• (Première axiome de dénombrabilité) La topologie T est dite localement dénombrable si
tout élèment x ∈ E admet un système fondamentale dénombrable de voisinages ouverts.

• (Deuxième axiome de dénombrabilité) La topologie T est dite a base dénombable si elle
admet une base dénombrable d’ouverts.

Définition 1.1.3 (Topologie initale). Soient E un ensemble non vide, (EiTi)i∈I des espaces
topologiques et fi : E → Ei une famille d’applications. La topologie initiale sur E est la
topologie la moins fine rendant continue les applications fi, ∀i ∈ I. La base de la topologie
initiale est donnée par :

B = {
⋂
j∈J

f−1
j (θj); J ⊂ I, J fini et θj ∈ Tj}.

Définition 1.1.4 (Topologie Finale). Soient E un ensemble non vide, (EiTi)i∈I des espaces
topologiques et fi : Ei → E une famille d’applications. La topologie finale sur E est la plus
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1.2 Toplogie Quotient 6

petite topologie rendant continue les applications fi, ∀i ∈ I. La topologie finale est définie
par :

T = {θ ⊂ E : f−1
i (θ) ∈ Ti, ∀i ∈ I}.

1.2 Toplogie Quotient

Définition 1.2.1 (Toplogie Quotient). Soient (E, T ) un espace topologique et R une relation
d’équivalence sur E. On appelle topologie quotient la topologie définie sur l’ensemble quotient
E/R par :

TR = {θ ⊂ E/R : π−1(θ) ∈ T }

où π désigne la surjection canonique définie par : π : x ∈ E → π(x) = ẋ ∈ E/R. TR n’est que
la topologie finale rendant π continue.

Exemple 1.2.1. Sur R muni de la topologique séparée usuel Tu, on définit la relation d’équi-
valence suivante :

xRy ⇔ x, y ≤ 0, ou x, y > 0.

On a :

1. E/R = {0̇, 1̇}, TR = {∅, {1̇}, {0̇, 1̇}}
2. TR n’est pas une topologie séparée.
3. π n’est pas une application ouverte (π−1(π(]− 1, 0[)) =]−∞, 0] 6∈ Tu)).

Définition 1.2.2. Soient (E, T ) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur
E. Le saturé de A ⊂ E est lensemble défini par :

S(A) =
⋃
x∈A

ẋ = π−1(π(A))

Une partie A est dite saturée si A = S(A), en d’autres termes si elle contient la classe
d’équivalence de chacun de ses points.
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1.2 Toplogie Quotient 7

Remarque 1.2.1. Si B ⊂ E/R alors π−1(B) est saturé.

Proposition 1.2.1. Soient (E, T ) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur
E. Si (E/R, TR) est séparé alors pour tout x ∈ E, ẋ est un ensemble fermé pour la topologi
T .

Preuve {ẋ} est fermé pour la topologie séparée TR, de la continuité de l’application π,
en déduit que ẋ = π−1({ẋ}) est un fermé.

Proposition 1.2.2. L’espace topologique quotient (E/R, TR) est séparé si et seulement si pour
tous x, y ∈ E, tels que ẋ 6= ẏ alors il existe deux ouverts saturés disjoints contenant x et y
respectivement.

Preuve Soient x, y ∈ E, tels que ẋ 6= ẏ. Si (E/R, TR) est séparé, alors il existent deux ou-
verts Ω1,Ω2 voisinage de ẋ et ẏ respectivement tels que Ω1∩Ω2 = ∅. Donc π−1(Ω1) et π−1(Ω2)
sont deux ouverts saturés voisinage de x et y respectivement tels que π−1(Ω1)∩ π−1(Ω2) = ∅.

Inversemnet, si θ1 et θ2 sont deux ouverts saturés disjoints tels que x ∈ θ1 et y ∈ θy, alors
π(θ1) et π(θ2) sont deux ouverts disjoints voisinage de ẋ et ẏ respectivement.

Définition 1.2.3. Soient (E, T ), (F, T ′) deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. Une application f : E → F est dite compatible avec la relation R si :

xRy ⇒ f(x) = f(y).

Proposition 1.2.3. Soient (E, T ), (F, T ′) deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. Si f : E → F est compatible avec la relation R alors

f̃ : E/R → F

ẋ → f̃(ẋ) = f(x)

est une application bien définie (i.e. ne dépend pas du rerésentant choisi) telle que f = f̃◦π.

Proposition 1.2.4. Soient (E, T ), (F, T ′) deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. Une application f : E/R → F est continue pour la topologie quotient si et
seulement si l’application f ◦ π : (E, T ) → (F, T ′) est continue.
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1.3 Construction des surfaces topologiques 8

f ◦ π
E → F

π ↘ ↗ f

E/R

1.3 Construction des surfaces topologiques

Définition 1.3.1 (Action d’un groupe). Soient (E, T ) un espace topologique et G un groupe.
Une action de G sur E est un homomorphisme de groupes h : G → Aut(E) = {f : E →
E, f homéomorphisme}, on dit aussi que le groupe G opère sur E.

On note :

a) h : (g, x) ∈ G× E → g.x ∈ E).
b) h(g)(x) = g.x ; (x ∈ E).
c) h(g)(A) = g.A = {g.x, x ∈ A} ; (A ⊂ E).
d) G.A = {g.x, g ∈ G et x ∈ A} ; (A ⊂ E).

Remarque 1.3.1. Comme h(g) est un homéomorphisme donc si U ⊂ E est un ouvert, alors
g.U est un ouvert.

Exemple 1.3.1. E = R, (G, .) = (Z,+) et h : Z → Aut(R)

h(p) : R → R (p ∈ Z)

x → p+ x

On a :

1. g.A = {g + x, x ∈ A}.
2. ∀z ∈ R, ∃x ∈ [0, 1[: ẋ = ż.

Exemple 1.3.2. E = R, (G, .) = (Z∗,×) et h : Z∗ → Aut(R) tels que :

h(p) : R → R (p ∈ Z∗)
x → px
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1.3 Construction des surfaces topologiques 9

Proposition 1.3.1. Soient (E, T ) un espace topologique et h une action d’un groupe G sur
E. Alors la relation défine par :

xRy ⇔ (∃g ∈ G), y = g.x

est une relation d’équivalence telle que

ẋ = {g.x, g ∈ G} = G.x

l’ensemble quotient sera noté E/G et on a :

E/G = {G.x; x ∈ E}.

Définition 1.3.2. Une action d’un groupe G sur espace topologique (E, T ) est dite

1) Totalement discontinue si :

∀x ∈ E, ∃V ∈ V(x) : (∀g1 6= g2 ∈ G) g1.V ∩ g2.V = ∅

2) Séparente si

∀ẋ 6= ẏ, ∃U ∈ V(x), V ∈ V(y) : G.U ∩G.V = ∅.

où
G.U = {g.x, g ∈ G et x ∈ U} =

⋃
g∈G

g.U.

Exemples 1.3.1. :

1) L’action du groupe (Z,+) sur l’espace topologique usuel (R, Tu) définie par

h(p) : R → R (p ∈ Z)

x → p+ x

• est totalement discontinue, en effet si x ∈ R, alors pour 0 < ε < 1
4

on a

]x− ε+ n, x+ ε+ n[∩]x− ε+m,x+ ε+m[= ∅, ∀n 6= m ∈ Z.

• est totalement séparente, en effet, si x, y ∈ [0, 1[ tels que 0 ≤ x < y < 1, alors pour
0 < ε < min(x

2
, y−x

2
, 1−y

2
on a (Z+]x− ε, x+ ε[) ∩ (Z+]y − ε, y + ε[) = ∅.
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2) L’action du groupe (Z,+) sur l’espace topologique usuel (R2, Tu) définie par

h(p) : R2 → R2 (p ∈ Z)

(x, y) → (p+ x, y)

est une action totalement discontinue et séparente.

3) L’action du groupe (Z2,+) sur l’espace topologique usuel (R2, Tu) définie par

h((p, q)) : R2 → R2 (p ∈ Z)

(x, y) → (p+ x, q + y)

est une action totalement discontinue et séparente.

4) L’action du groupe (Q,+) sur l’espace topologique usuel (R, Tu) définie par

h(p) : R → R (p ∈ Q)

x → p+ x

En vertu de la densité de Q dans R, l’ action n’est ni totalement discontinue ni séparente.

5) Soit G = {−1, 1}. L’action du groupe multiplicatif (G, .) sur (R, Tu) définie par :

h(1) = IdR, h(−1) = −IdR

est une action séparente non totalement discontinue, en effet :

1) Pour tout ε > 0, on (1.]− ε,+ε[) ∩ ((−1).]− ε,+ε[) =]− ε,+ε[ 6= ∅, donc l’action n’est
pas totalement discontinue.

2) Si 0 < x alors pour 0 < ε < x
2
, on ]− ε,+ε[∩G.]x− ε, x+ ε[= ∅.

3) Si 0 < x < y alors pour 0 < ε < y−x
2

, on G.]x− ε, x+ ε[∩G.]y − ε, y + ε[= ∅.

Théorème 1.3.1. Soient (E, T ) un espace topologique et h une action d’un groupe G sur E.
Si l’action est séparente alors (E/G, T/G) est un espace topologique séparé et π : x ∈ E → ẋ ∈
E/G est une application ouverte.

Preuve 1) Puisque l’action est séparente, on déduit que (E/G, T/G) est un espace topo-
logique séparé.

2) Daprès la Remarque 1.3.1, si U est un ouvert de E alors pour tout g ∈ G, g.U est un
ouvert de E d’où

π−1(π(U)) =
⋃
g∈G

g.U

est un ouvert de E, donc π est une application continue.
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1.4 Exemples de construction de surfaces topologiques

Exemple 1.4.1 (Construction du cercle.). En reprend l’exemple 1.3.1 (1) :

h : Z× R → R (p ∈ Z)

(p, x) → p+ x

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f : R → R2

x → (cos(2πx), sin(2πx))

est compatible avec la relation R définie par l’action h :

xRy ⇔ x− y ∈ Z.

On a :

1) f est une application continue et ouverte.

2) f(R) = f([0, 1]) = S1 = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1}.

3)(R/Z, T/Z) = π([0, 1]) est un espace topologique compact.

4) L’application

f̃ : R/Z → S1

ẋ → (cos(2πx), sin(2πx))

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le cercle S1 est obtenu par recollement du point 0 avec le point 1 (voir figure).
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Fig. 1.1 – (Cercle)

Exemple 1.4.2 (Construction du cylindre.). En reprend l’exemple 1.3.1 (2) :

h : Z× R2 → R2 (p ∈ Z)

(p, (x, y)) → (p+ x, y)

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f : R2 → R3

(x, y) → (cos(2πx), sin(2πx), y)

est compatible avec la relation R définie par l’action h :

(x, x′)R(y, y) ⇔ (y = y′), (x− x′ ∈ Z).

On a :

1) f est une application continue et ouverte.

2) f(R2) = f([0, 1]× R) = C = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = 1}.

3)(R2
/Z, T/Z) = π([0, 1]× R) est un espace topologique non compact.

4) L’application

f̃ : R2
/Z → C
ẋ → (cos(2πx), sin(2πx), y)

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le cylindre C est obtenu par recollement de la droite {0} × R avec la droite
{1} × R (voir figure).
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Fig. 1.2 – (Cylindre)

Exemple 1.4.3 (Construction du tore.). En reprend l’exemple 1.3.1 (3) :

h : Z2 × R2 → R2

((p, q), (x, y)) → (p+ x, q + y)

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f : R2 → R3

(x, y) → (1 + cos(2πx) cos(2πy), 1 + cos(2πy) sin(2πx), sin(2πy))

est compatible avec la relation R définie par l’action h :

(x, y)R(x′, y′) ⇔ (x− x′, y − y′) ∈ Z2.

On a :

1) f est une application continue et ouverte.

2) f(R2) = f([0, 1]× [0, 1]) = T 1.

3)(R2
/Z2 , T/Z2) = π([0, 1]× [0, 1]) est un espace topologique compact.

4) L’application

f̃ : R2
/Z2 → T 1

˙(x, y) → (1 + cos(2πx) cos(2πy), 1 + cos(2πy) sin(2πx), sin(2πy))

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le tore T 1 est obtenu par recollement des point {0} × [0, 1] avec {1} × [0, 1] et
les points [0, 1]× {0} avec [0, 1]× {1} (voir figure).
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Fig. 1.3 – (Tore)

De même l’application

g : R2 → S1 × S1 ⊂ R4

(x, y) → (cos(2πx), sin(2πx), cos(2πy), sin(2πy))

est compatible avec la relation R définie par l’action h, et on a :

1) g est une application continue et ouverte.

2) g(R2) = g([0, 1]× [0, 1]) = S1 × S1.

4) L’application

g̃ : R2
/Z2 → S1 × S1

˙(x, y) → (cos(2πx), sin(2πx), cos(2πy), sin(2πy))

est un homéomorphisme topologique, (R2
/Z2

∼= T 1 ∼= S1 × S1).

Exemple 1.4.4 (Construction de la bande de Mobius.). Soit E = [0, 1]× R l’espace topolo-
gique muni de la topologie usuelle induite par celle de R2, on définit l’action h par :
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1.4 Exemples de construction de surfaces topologiques 15

h : G = {1, 1} × R2 → R (p ∈ Z)

(p, (x, y)) →


(x, y), si p = 1, (x, y) ∈ E
(x, y), si p = −1, 0 < x < 1

(1− x,−y), si p = −1, x ∈ {0, 1}.

est une action totalement discontinue et séparente, l’application. L’espace topologique (R2
/G, T/G)

n’est pas compact.

On dit que la bande de Mobius est obtenu par recollement de la droite {0} × R avec le
droite {1} × R en inversant le sens de la direction (voir figure).

Fig. 1.4 – (Bande de Mobius)

Exemple 1.4.5 (Construction de la bouteille de Klein.). Soit E = [0, 1]× [0, 1] l’espace topo-
logique muni de la topologie usuelle induite par celle de R2, on définit la relation d’équivalence
par’action h par :

(x, y)R(x′, y′) ⇔


(x, y) = (x′, y′), si (x, y), (x′, y′) ∈ E

(x′, y′) = (1− x, y) si x ∈ {0, 1}, 0 < y < 1
(x′, y′) = (1− x, 1− y), si x ∈]0, 1[, y ∈ {0, 1}.

(x, y), (x′, y′) ∈ {0, 1} × {0, 1}.

L’espace topologique (R2
/R, T/R) est séparé compact.
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On dit que la bouteille de Klein est obtenu par recollement du cercle S1×{0} avec le cercle
droite S1 × {1} en inversant le sens de la direction (voir figure).

Fig. 1.5 – (Bouteille de Klein)

Exemple 1.4.6 (Plan projectif). Soient la sphère S2 = {(x, y, z) ∈ R3, x2+y2+z2 = 1} muni
de la topologie induite par la topologie usuelle de R3 et G = {1,−1} le groupe multiplicatif.
l’action h définie par :

h : G× S2 → S2

(p, (x, y, z)) → (px, py, pz)

est une action totalement discontinue et séparente. L’espace quotient P 2(R) = S2
/G est un

espace compact appelé plan projectif réel.Le plan projectif P 2(R) peut être obtenu à partir de
la relation d’éqivalence sur E = R3 − {0} définie par :

(x, y, z)R(x′, y′, z′) ⇔ (∃ λ ∈ R) : (x′, y′, z′) = (λx, λy, λz)

i.e.

(P, P ′ ∈ R3 − {0}), P RP ′ ⇔
−→
OP//

−−→
OP ′.

π : E = R3 − {0} → E/R

(x, y, z) 7→
˙︷ ︸︸ ︷

(x, y, z)
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E/R = π(S2) = S2
/G.

Fig. 1.6 – (Plan projectif)
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1.5 Partition de l’unité

Définition 1.5.1. Un recouvrement {Ui}i∈I d’un espace topologique (E, T ) est dit localement
fini, si pour tout x ∈ E il existe un voisinage V ∈ V(x) tel que V ∩ Ui = ∅ sauf pour un
nombre fini (i.e. {i ∈ I; V ∩ Ui 6= ∅} est un ensemble fini).

Définition 1.5.2. Soient (E, T ) un espace topologique, {Ui}i∈I un recouvrement de E. Un
recouvrement {Ũj}j∈J est dit refinement de {Ui}i∈I si :

(∀j ∈ J), (∃i ∈ I) : Ũj ⊂ Ui.

Définition 1.5.3. Un espace topologique (E, T ) est dit paracompact si tout recouvrement ou-
vert {Ui}i∈I admet un refinement {Ũj}j∈J d’ouverts localement fini.

Exemple 1.5.1. R muni de la topologie usuelle est un espace paracopact.

Proposition 1.5.1. Tout espace topologique séparé, localement compact et admet une base
dénombrale d’ouverts est un espace topologique paracompact.

Pour la preuve de cette proposition, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.5.1. Soit (E, T ) un espace topologique séparé localement compact. Si U est un ou-
vert de E, alors pour tout x ∈ U , il existe un voisinage compact F ∈ V(x) tel que x ∈ F ⊂ U .

Preuve Soient x ∈ U et B un voisinage compact de x. Il existe un voisinage ouvert
W ∈ V(x) tel que x ∈ W ⊂ B ∩ U . Comme E est séparé, on peut alors séparé x est le
compact WC ∩B par deux ouverts disjoint, i.e.

∃ θ1, θ2 ∈ T : x ∈ θ1 ⊂ W, WC ∩B ⊂ θ2 et θ1 ∩ θ2 = ∅.

On a :
WC ∩B ⊂ θ2 ⇒ θC2 ⊂ W ∪BC

d’où F = θC2 ∩B est un compact voisinage de x tel que :

(θ1 ∩B) ⊂ (θC2 ∩B) ⊂ (W ∩B) ⊂ U.

Du Lemme 1.5.1 on déduit
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Corollaire 1.5.1. Dans un espace localement compact tout point possède un système fonda-
mental de voisinages compacts.

Lemme 1.5.2. Soit (E, T ) un espace topologique localement compact à base de topologie
dénombrable. Alors (E, T ) admet un recouvrement dénombrable de compacts {Kn} ∈ N tel
que :

(∀n ∈ N) : Kn ⊂ K0
n+1.

Preuve Soit (θn)n∈N une base de topologie. Puisque (E, T ) est localement compact alors
tout point x ∈ E admet un voisinage compact Bx ∈ V(x). On pose :

I = {m ∈ N, (∃x ∈ E) : θm ⊂ Bx}.

Les familles {Bx}x∈E,{B0
x}x∈E et {θi}i∈I sont des recouvrements de E. Comme I est de-

nombrable alors {Bx}x∈E admet un sous recouvrement au plus dénombrale {Bi}i∈N. Pour
le compact K0 = B0, il existe un ensemble fini J0 tel que K0 ⊂ ∪j∈J0B

0
j . De même pour le

compact K1 = B1∪j∈J0Bj il existe un ensemble fini J1 tel que K1 ⊂ ∪j∈J1B
0
j et on a K0 ⊂ K0

1 .

Par récurence, on construit une suite d’ensemble compacts (Kn)n∈N tel que

(∀n ∈ N) : Bn ⊂ Kn ⊂ K0
n+1.

Preuve [Proposition 1.5.1] Soit {Uα}α∈I un recouvrement ouvert de E. Du Lemme
1.5.2, il existe un recouvrement de E par une famille d’ensemble compacts (Kn)n∈N∗ tel
que (∀n ∈ N), Kn ⊂ K0

n+1.

Du recouvrement (Uα)α, on peut extraire un sous recouvrement fini (Ui)i∈I1 tel que K1 ⊂⋃
i∈I1 Ui. On pose

Ũ1
i = Ui ∩K0

2 , (i ∈ I1); W1 =
⋃
i∈I1

Ũ1
i .

On a K1 ⊂ W1 ⊂ K0
2 , (K2 −W1) est un compact tel que (K2 −W1) ⊂ KC

1 . Soit alors I2
un ensemble fini tel que (K2−W1) ⊂

⋃
i∈I2 Ui. Si on note par Ũ2

j = KC
1 ∩Uj ∩K0

3 (j ∈ I2)
et W2 =

⋃
j∈I2 Ũ

2
j , on obtient alors :

Ũ2
j ∩K1 = ∅, (∀j ∈ I2)

Ũ2
j ⊂ K3, (∀j ∈ I2)

Ũ2
j ⊂ Uj, (∀j ∈ I2)

K2 ⊂ W1 ∪W2
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Ainsi par récurence, on construit une famille {Ip}p∈N∗ dénombrable de sous ensemble de I et
une famille dénombrable d’ouverts {Ũp

j }p∈N∗
j∈Ip

tels que :

Ũp
j ∩Km = ∅, (∀p > m), (∀j ∈ Ip)

Ũp
j ⊂ K0

p+1, (∀j ∈ Ip)

Ũp
j ⊂ Uj , (∀j ∈ Ip)

Wp =
⋃
j∈Ip Ũ

p
j

Km ⊂
⋃
p≤mWp

On a

E ⊂
⋃
m∈N∗

K0
m ⊂

⋃
m∈N∗

Km ⊂
⋃
p∈N∗

Wp =
⋃
p∈N∗

⋃
j∈Ip

Ũp
j .

Soit x ∈ E, il existe m ∈ N∗ tel que :

1) x ∈ K0
m ⊂ Km.

2) ∀(p > m), ∀(j ∈ Ip) Km ∩ Ũp
j = ∅.

Ce qui montre que {Ũp
j }p∈N∗

j∈Ip

est un refinement localement fini de {Uα}α∈I .

Définition 1.5.4. Soient (E, T ) un espace topologique et f : E → R. On appel support de f
l’ensemble fermé :

supp(f) = {x ∈ E, f(x) 6= 0}.

Définition 1.5.5. Une partition de l’unité d’un espace topologique (E, T ) est une famille
{(Ui, fi)}i∈I tel que :

1) {Ui}i∈I est un recouvrement localement fini d’ouverts de E.

2) (∀i ∈ I), fi : E → R+ est une application continue à support compact, supp(fi) ⊂ Ui.

3) (∀x ∈ E),
∑

i fi(x) = 1.

Remarque : De la condition (1), on déduit que
∑

i fi(x) est une somme finie.
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Définition 1.5.6. Une partition de l’unité {(Ui, fi)}i est dite subordonnée à un recouvrement
{Uα}α, si {Ui}i est un refinement du recouvrement {Uα}α.

Proposition 1.5.2. Pour tout (ε > 0), il existe une fonction gε : Rn → R de classe C∞ telle
que : 

gε(x) ≤ 1.
gε(x) = 1 si ‖x‖ < ε
gε(x) = 0 si ‖x‖ > 3ε

Preuve Soit h la fonction de classe C∞ définie par

h : R → R

t 7→ h(t) =

{
exp( −1

1−t2 ) si |t| < 1.

0 si |t| ≥ 1.

Si on pose

h̃ : R → R

t 7→ h̃(t) =
( ∫ +∞

−∞
h(s)ds

)−1
∫ t

−∞
h(s)ds

ĥ : R → R
t 7→ t̂ = h̃(2− t)

alors h̃ et ĥ sont des fonctions de classe C∞ telles que :

h̃(t) =
( ∫ +1

−1
h(s)ds

)−1 ∫ t

−∞ h(s)ds

h̃(t) ≤ 1 si t ∈ R
h̃(t) = 0 si t ≤ −1

h̃(t) = 1 si t ≥ +1

ĥ(t) ≤ 1 si t ∈ R
ĥ(t) = 1 si t ≤ +1

ĥ(t) = 0 si t ≥ +3

Finalement, si on pose

g : Rn → R
x 7→ g(x) = ĥ(‖x‖)

gε : Rn → R

x 7→ gε(x) = g(
x

ε
) = ĥ(

‖x‖
ε

)
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alors g et gε sont des fonctions de classe C∞ telles que :

g(x) ≤ 1 si x ∈ Rn

g(x) = 1 si ‖x‖ ≤ 1
g(x) = 0 si ‖x‖ ≥ 3
gε(x) ≤ 1 si x ∈ Rn

gε(x) = 1 si ‖x‖ ≤ ε
gε(x) = 0 si ‖x‖ ≥ 3ε
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Chapitre 2

Notion de Variété.

2.1 Variété Différentiable

Définition 2.1.1 (Carte). Soit M un espace topologique séparé. Une carte de dimension n
dans M est un couple (U,ϕ) tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. U (resp ϕ(U)) est un ouvert de M resp ( Rn ).
2. ϕ : U → Rn est un homéomorphisme.

Définition 2.1.2 (Compatibilité). Deux cartes (U,ϕ) et (V, ψ) de même dimension n sont
dite compatibles si

U ∩ V = ∅

ou
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) ⊂ Rn → ψ(U ∩ V ) ⊂ Rn

est un difféomorphisme de classe C∞. L’application ψ ◦ϕ−1 est dite application de transition.

Définition 2.1.3 (Atlas). Soit M un espace topologique séparé. Une famille de cartes U =
{(Ui, ϕi)}i∈I est dite atlas différentiable de dimension n si les conditions suivantes sont véri-
fiées :

1. M =
⋃
i∈I Ui

2. ∀i ∈ I, (Ui, ϕi) est une carte de dimension n.
3. ∀i, j ∈ I, (Ui, ϕi) et (Uj, ϕj) sont compatibles.

Remarque 2.1.1. :

1) Deux carte (U,ϕ) et (V, ψ) compatibles tel que U ∩ V 6= ∅ ont même dimension.
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2) Dans le cas où M est un espace topolgique séparé et connexe alors la condition (2) de
la Définition 2.1.3 est trivialement vérifiée.

3) La compatibilité est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.4. Soient M un espace topologique séparé et U = {(Ui, ϕi)}i∈I un atlas de
dimension n. Une carte (V, ψ) est dite compatible avec l’atlas U si elle est compatible avec
toutes les cartes (Ui, ϕi), i ∈ I.

Définition 2.1.5. Soient M un espace topologique séparé, U1 et U2 deux atlas de même
dimension n. On dit que U1 et U2 sont compatible si toute carte de l’atlas U1 et compatible
avec U2 ou l’inverse.

Proposition 2.1.1 (Atlas maximal). Si U est un atlas sur un espace topologique séparé M ,
alors il existe sur M un unique atlas maximal Umax contenant U définit par

Umax = {(U,ϕ) carte sur M compatible avec U}.

Preuve Soient (U,ϕ), (V, ψ) ∈ Umax tels que U ∩ V 6= ∅. D’après la Définition 2.1.1 on
déduit que

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

est un homéomorphisme. Donc pour démontrer que l’application ψ ◦ ϕ−1 est un difféomor-
phisme il suffit qu elle soit un difféomorphisme local.

Soit x ∈ U ∩ V , il existe (Ui, ϕi) ∈ U tel que x ∈ Ui. Comme (U,ϕ) et (V, ψ) sont
compatible avec U alors ψ ◦ ϕ−1

i et ϕi ◦ ϕ−1 sont des difféomorphismes d’où

ψ ◦ ϕ−1 = (ψ ◦ ϕ−1
i ) ◦ (ϕi ◦ ϕ−1)

est un difféomorphisme au voisinage de ϕ(x).

Définition 2.1.6 (Variété). Une variété différentiable de dimension n est un espace topo-
logique séparé M muni d’un atlas différentiable U de dimension n, on la note par le couple
(M,U). Dans le cas général on note

1) atl(M) = Umax l’atlas maximal de M .

2) atl(M,x) = {(U,ϕ) ∈ Umax, x ∈ U}.

Remarque 2.1.2. Toute variété différentiable est un espace topologique localement compact.
En effet si (U,ϕ) ∈ atl(M) alors ϕ(U) ⊂ Rn est localement compact.

Exemples 2.1.1. :

1) Rn est une variété de dimension n munie de l’atlas U = {(Rn, IdRn)}.
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2) Tout espace vecoriel E de dimension n est une variété de dimension n munie de l’atlas
U = {(E, I)} tel que :

I−1 : Rn → E

(x1, ..., xn) 7→
n∑
i=1

xiei

où (e1, ..., en) est une base de E.

3) L’ensemble des matrices Mn×m(R) = {(aij)i,j; aij ∈ R} est une variété de dimension
n×m, munie de l’atlas U = {(Mn×m(R), I)} où I désigne l’application canonique définie par

I : (aij)i,j ∈Mn×m(R) → (a11, ..., a1m, ....., an1, ..., anm) ∈ Rn×m.

4) Si (M,U) est une variété de dimension n, alors tout ouvert U de M est une variété de
dimension n munie de l’atlas :

U/U = {(U ∩ V,Ψ/U∩V ); (V,Ψ) ∈ U}.

5) L’ensemble des matrices carrées inversible GLn(R) = {A ∈Mn×n(R); det(A) 6= 0} est
un ouvert de Mn×n(R), donc GLn(R) est une variété de dimension n2.

6) La sphère S1 = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1} est une variété de dimension 1 munie des
projections suivantes :

ϕ+
y : U+

y = {(x, y) ∈ S1; y > 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ x

(ϕ+
y )−1 :]− 1, 1[ → U+

y

x 7→ (x,
√

1− x2)

ϕ−y : U−
y = {(x, y) ∈ S1; y < 0} → ]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ x

(ϕ−y )−1 :]− 1, 1[ → U−
y

x 7→ (x,−
√

1− x2)
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ϕ+
x : U+

x == {(x, y) ∈ S1; x > 0} → ]− 1, 1[⊂ R
(x, y) 7→ y

(ϕ+
x )−1 :]− 1, 1[ → U+

x

y 7→ (
√

1− y2, y)

ϕ−x : U−
x == {(x, y) ∈ S1; x < 0} → ]− 1, 1[⊂ R

(x, y) 7→ y

(ϕ−x )−1 :]− 1, 1[ → U−
x

y 7→ (−
√

1− y2, y)

On a :

a) S1 = U+
y ∪ U−

y ∪ U+
x ∪ U−

x

b) U+
y ∩ U−

y = ∅, U+
x ∩ U−

x = ∅

c)

ϕ+
y ◦ (ϕ+

x )−1 :]0, 1[ → ]0, 1[

z 7→
√

1− z2

est un difféomorphisme de classe C∞.

De la même on démontre que ϕ−y ◦ (ϕ+
x )−1, ϕ+

y ◦ (ϕ−x )−1 et ϕ−y ◦ (ϕ+
x )−1 sont des difféo-

morphismes de classe C∞.

Donc S1 est une variété de dimension 1 muni de l’atlas :

U = {(U+
y , ϕ

+
y ), (U−

y , ϕ
−
y ), (U+

x , ϕ
+
x ), (U−

x , ϕ
−
x )}

7) Dans le cas général La sphère Sn = {(x0, ..., xn) ∈ Rn+1; Σix
2
i = 1} est une variété de

dimension n munie des projections suivantes :

ϕεi : U ε
i → Rn

(x0, ..., xn) 7→ (x0, ..xi−1, xi+1, ..., xn)
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où ε = ±1 et U ε
i = {(x0, ..., xn) ∈ Rn+1; εxi > 0}. L’atlas U est donné par :

U = {(U ε
i , ϕ

ε
i); i = 0, ..., n et ε = ±1}.

8) Soient (M1,U1) et (M2,U2) deux variétés de dimensions n1 et n2 respectivement. L’es-
pace topologique produit M1×M2 est une variété de dimension n1×n2 munie de l’atlas produit
suivant :

U = {(U × V, ϕ× ψ); (U,ϕ) ∈ U1 et (V, ψ) ∈ U2}
où :

ϕ× ψ : U × V → Rn1 × Rn2

(x, y) 7→ (ϕ(x), ψ(y))

9) Le tore T 2 = S1 × S1

10) Soit f : I ⊂ R → R une fonction de classe C∞, alors le graphe Γ = {(x, f(x)) ∈
R2; x ∈ I} est une variété de dimension 1 munie de l’atlas U = {(Γ, ϕ)} où

ϕ : (x, y) ∈ Γ → ϕ(x, y) = x ∈ I

.

11) En général soient U un ouvert de Rn et f : U → Rm une fonction de classe C∞, alors
le graphe Γ = {(x, f(x)) ∈ Rn+m; x ∈ U} est une variété de dimension n munie de l’atlas
U = {(Γ, ϕ)} où

ϕ : (x, y) ∈ Γ → ϕ(x, y) = x ∈ U
.

12) Soit

ϕ : R : −→ R

x 7−→
{

x, si x ≥ 0
2x, si x < 0

ϕ est un homéomorphisme d’inverse

ϕ−1 : R : −→ R

x 7−→
{
x, si x ≥ 0
x
2
, si x < 0

Ce qui montre que {(R, ϕ)} est un atlas sur R. Comme ϕ n’est pas différentiable en 0, on
déduit que les cartes (R, ϕ) et (R, Id) ne sont pas compatibles.
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12) Soit

ψ : R : −→ R

x 7−→
{

x2, si x ≥ 0
−x2, si x < 0

ψ est un homéomorphisme d’inverse

ϕ−1 : R : −→ R

x 7−→
{ √

x, si x ≥ 0
−
√
x, si x < 0

Ce qui montre que {(R, ψ)} est un atlas sur R. Comme ψ est de classe C1 et ψ−1 n’est
pas différentiable en 0, on déduit que les cartes (R, ϕ) et (R, Id) ne sont pas compatibles.

2.2 Construction de variétés
Théorème 2.2.1. Soient M un ensemble et U = {(Ui, ϕi)}i∈I une famille de cartes. Si U
vérifie les conditions suivantes :

1. M = ∪i∈IUi
2. ϕi(Ui ∩ Uj) est un ouvert de Rn, ∀i, j ∈ I
3. ϕi : Ui → ϕi(Ui) est une bijection, ∀i ∈ I
4. ϕj ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj) est un C∞ difféomorphisme, ∀i, j ∈ I
5. Pour tout compact F ⊂ ϕi(Ui), ϕj(Uj ∩ ϕ−1

i (F )) est un férmé de ϕj(Uj), ∀i, j ∈ I.

Alors il existe une unique structure de variété différentiable de classe C∞ sur M d’atlas
U .

Preuve Il suffit de construire une topologie séparée sur M telle que (M,U) soit une
variété. On pose :

1. Ti = {θ ∈ Ui; ϕi(θ) est un ouvert de Rn}. Ti est la topologie séparée induite par ϕi
sur Ui telle que ϕi : Ui → ϕi(Ui) est un homéomorphisme.

2. T = 〈∪i∈ITi〉 la topologie engendré par la famille {Ti}i∈I
On a T est une topologie sur M telle que la réstriction T/Ui

= Ti est une toplopgie séparée.

Reste à montrer que s’il existe x, y ∈M et i, j ∈ I tels que :

x 6= y, i 6= j, x ∈ Ui ∩ U c
j et y ∈ Uj ∩ U c

i
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alors x et y peuvent être séparé par deux voisinages distincts.

Soit B(ϕi(x), ε) ⊂ ϕi(Ui) une boule fermé compacte dans Rn, donc B = ϕ−1
i (B(ϕi(x), ε))

est un fermé pour la topologie Ti. De la condition (5) du Théorème 2.2.1 on déduit que
ϕj(B ∩Uj) est un fermé de ϕj(Uj), ainsi B ∩Uj est un férmé voisinage de x et (Uj −B) ∈ Tj
est un ouvert voisinage de y tels que B ∩ (Uj − B) = ∅. L’unicité de la structure de variété
provient de l’unicité de la topologie initiale.

Exemple 2.2.1. Soient S1 = {(x, y) ∈ R2;
√
x2 + y2 = 1} et U = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} tels

que U1 = S1 − {(1, 0)}, U2 = S1 − {(−1, 0)},

ϕ−1
1 :]0, 2π[ → U1

θ 7→ (cos θ, sin θ)

ϕ−1
2 :]− π, π[ → U2

θ 7→ (cos θ, sin θ)

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 :]0, 2π[−{π} → ]− π, π[−{0}

θ 7→ θ − π

Exemple 2.2.2 (Projection stéréographique). Soient S1 = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1} et
U = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} tels que U1 = S1 − {(0, 1)}, U2 = S1 − {(0,−1)},

ϕ1 : U1 → R
(x, y) 7→ x

1− y

ϕ−1
1 : R → U1

z 7→ (
2z

1 + z2
,
z2 − 1

1 + z2

ϕ2 : U2 → R
(x, y) 7→ x

1 + y

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : R∗ → R∗

z 7→ 1

z

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



2.2 Construction de variétés 30

Fig. 2.1 – ([Projection stéréographique)

Exemple 2.2.3 (Projection stéréographique de Sn). Dans le cas général, soient Sn = {(x0, ..., xn) ∈
Rn+1; Σn

i=0x
2
i = 1} et U = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} tels que U1 = Sn − {(0, ..., 0, 1)}, U2 =

Sn − {(0, ..., 0,−1)},

ϕ1 : U1 → Rn

(x0, ..., xn) 7→ (
x0

1− xn
, .....,

xn−1

1− xn
)

ϕ−1
1 : Rn → U1

(y1, ..., yn) 7→ (
2y1

1 + ‖y‖2
, .....,

2yn
1 + ‖y‖2

,
‖y‖2 − 1

1 + ‖y‖2
)

où

‖y‖2 =
n∑
i=1

y2
i =

1− x2
n

(1− xn)2
=

1 + xn
1− xn

.

ϕ2 : U2 → Rn

(x0, ..., xn) 7→ (
x0

1 + xn
, .....,

xn−1

1 + xn
)

ϕ−1
2 : Rn → U2

(y1, ..., yn) 7→ (
2y1

1 + ‖y‖2
, .....,

2yn
1 + ‖y‖2

,
1− ‖y‖2

1 + ‖y‖2
)

où

‖y‖2 =
n∑
i=1

y2
i =

1− x2
n

(1 + xn)2
=

1− xn
1 + xn

.

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : Rn

∗ → Rn
∗

(y1, ..., yn) 7→ (
y1

‖y‖2
, .....,

yn
‖y‖2

)
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Exemple 2.2.4 (Projection orthogonale de Sn).

ϕ+
i : U+

i = {x ∈ Sn, xi > 0} → D ⊂ Rn

(x0, ..., xn) 7→ (x0, .., x̂i, .., xn) = (x0, .., xi−1, xi+1, .., xn)

ϕ−i : U−
i = {x ∈ Sn, xi < 0} → D ⊂ Rn

(x0, ..., xn) 7→ (x0, .., x̂i, .., xn) = (x0, .., xi−1, xi+1, .., xn)

où D = {z = (z1, ..., zn) ∈ Rn, ‖z‖ =
∑

i z
2
i < 1}. {(U ε

i , ϕ
ε
i); ε = ±1, i = 0, ..., n} est un

atlas de Sn.

Exemple 2.2.5 (Cylindre). Soient C = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = 1} = S1 × R

ϕ−1
1 : U1 =]0, 2π[×R → R3

(x, y) → (cos(x), sin(x), y)

ϕ−1
2 : U2 =]− π, π[×R → R3

(x, y) → (cos(x), sin(x), y)

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : (]0, 2π[−{π})× R → (]− π, π[−{0})× R

(θ, y) 7→ (θ − π, y)

Exemples 2.2.1. .

1) Le tore T n = S1 × .... × S1 produit de (n + 1) cercle S1 est une variété produit de
dimension (n+ 1).

2) La bande de Mobius est une variété de dimension 2 plongée dans R3.

3) La bouteuille de Klein est une variété de dimension 2 plongée dans R4.

4) Soient (M,U) une variété de dimension n et U un ouvert de M . Alors (U, Ũ) est une
variété de dimension n, où Ũ = {(U ∩ V, ψ/U∩V ), (V, ψ) ∈ U}.

2.3 Applications Différentiables

Dans la suite les variétés considérées sont supposées paracompacts.
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Définition 2.3.1. Soient (Mm, atl(M)), (Nn, atl(N)) deux variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M → N est dite différentiable de classe Ck (resp C∞) en
x ∈M si pour tout (U,ϕ) ∈ atl(M,x) et (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)), l’application

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn

est de de classe Ck (resp C∞) en ϕ(x).

Remarque 2.3.1. En vertu de la compatibilité des cartes, on peut remplacer dans la Défi-
nition 2.3.1 le terme "pour tout" par "il existe". En effet, si (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ atl(M,x) et
(V1, ψ1), (V2, ψ2) ∈ atl(N, f(x)), alors

ψ2 ◦ f ◦ ϕ−1
2 = (ψ2 ◦ ψ−1

1 ) ◦ (ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 ) ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1

2 )

Définition 2.3.2. Soient (Mm, atl(M)), (Nn, atl(N)) deux variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M → N est dite différentiable de classe Ck (resp C∞) en
x ∈M s’il existe (U,ϕ) ∈ atl(M,x) et (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)) tels que l’application

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn

est de de classe Ck (resp C∞) en ϕ(x).

Définition 2.3.3. Soient (Mm, atl(M)), (Nn, atl(N)) deux variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M → N est dite différentiable de classe Ck (resp C∞)
sur M si elle est de classe Ck (resp C∞) en tout point x ∈M .

Remarque 2.3.2. Si f : M → N est une application différentiable ; Alors pour tout x ∈M ,
il existe une carte (W,ϕ) ∈ atl(M,x) et (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)) tels que :

1. f(W ) ⊂ V .
2. ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(W ) → ψ(V ) est différentiable.

En effet si (U,ϕ) ∈ atl(M,x) alors (W = U ∩ f−1(V ), ϕ) est une carte de atl(M,x) telle que
f(W ) ⊂ V .

Conséquence 2.3.1. Une application f : (M,atl(M)) → Rn est différentiable de classe Ck

(resp C∞) si et seulement si pour toute carte (U,ϕ) ∈ atl(M) la fonction f ◦ϕ−1 : ϕ(U) → Rn

est différentiable de classe Ck (resp C∞).

Notations 2.3.1. Par la suite on utilise les notations suivantes :

• C∞(M) = {f : M → R, f est de classe C∞}.
• Ck(M) = {f : M → R, f est de classe Ck}.
• C∞(M,x) = {f : M → R, f est de classe C∞ au vaoisinage de x}.
• Ck(M,x) = {f : M → R, f est de classe Ck en x}.
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Exemples 2.3.1. .

1) Toute fonction différentiable f : Rn → Rm est diférentiable entre les variétés (Rn, (Rn, IdRn))
et (Rm, (Rm, IdRm)).

2) Soient Sn muni de l’atlas {(U ε
i , ϕ

ε
i); ε = ±1, i = 0, ..., n}, et F : Rn+1 → Rm une

fonction différentiable de classe Ck, alors F : Sn → Rm est différentiable de classe Ck. En
effet

F ◦ (ϕεi)
−1 : D → Rm

y = (y1, ...yn) 7→ F
(
(y1, ...yi−1, ε

√
1− ‖y‖2, yi−1, ..., yn)

)
où D = {z = (z1, ..., zn) ∈ Rn, ‖z‖ =

∑
i z

2
i < 1}

) Soient Sn muni de l’atlas défini par la projection stéréographique {(Ui, ϕi); i = 0, 2}, et
F : Rn+1 → Rm une fonction différentiable de classe Ck, alors F : Sn → Rm est différentiable
de classe Ck. En effet

F ◦ ϕ−1
i : Rn → Rm

y = (y1, ...yn) 7→ F
(
(

y1

1 + ‖y‖2
, .....,

yn
1 + ‖y‖2

,
(3− 2i)(‖y‖2 − 1)

1 + ‖y‖2
)
)

Définition 2.3.4. Soient Mm et Nn deux variétés de dimension m et n respectivement. Une
application f : Mm → Nn est un difféomorphisme de classe Ck si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. f est bijective
2. f et f 1 sont différentiables de classe Ck.

Définition 2.3.5. Soit f : Mm → Nn une application différentiable.

1) On appel matrice jacobienne de f relativement aux cartes (U,ϕ) ∈ atl(M) et (V, ψ) ∈
atl(N), la matrice associée à l’application ψ ◦ f ◦ ϕ−1 :

Jac(f) = Jac(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)


∂(ψ1◦f◦ϕ−1)

∂x1 · · · ∂(ψ1◦f◦ϕ−1)
∂xm

· · · ... · · ·
∂(ψn◦f◦ϕ−1)

∂x1 · · · ∂(ψn◦f◦ϕ−1)
∂xm



2) Le rang de l’application f en x ∈M est le rang de ψ ◦ f ◦ ϕ−1 en ϕ(x) :

rgx(f) = rgϕ(x)(ψ ◦ f ◦ ϕ−1) = rg
[∂(ψi ◦ f ◦ ϕ−1)

∂xj
(x)

]
1≤i≤n
1≤j≤m
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Remarque 2.3.3. Le rang d’une application f en un point x est indépendant des cartes
choisis, en effet soient (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ atl(M) et (V1, ψ1), (V2, ψ2) ∈ atl(N), alors ϕ1◦ϕ−1

2

et ψ2 ◦ ψ−1
1 sont des difféomorphismes et on a :

ψ2 ◦ f ◦ ϕ−1
2 = (ψ2 ◦ ψ−1

1 ) ◦ (ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 ) ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1

2 )

Proposition 2.3.1. Soit f : Mm → Nn une application différentiable injective, alors f est
un difféomorphisme sur f(M) si et sulement si

rg(f) = dim(M) = dim(N).

2.4 Théorème du Rang Constant

Théorème 2.4.1. Cas réel Rn (voir [8])

Soient U ⊂ Rn un ouvert de Rn, f : U → Rm une application différentiable de classe C1

et p ≤ min(n,m). Si f est de rang p constant sur U (i.e. ∀x ∈ U, rangx(f) = p), alors pour
tout x0 ∈ U Ils existent un ouvert V ⊂ U voisinage de x0, un ouvert W voisinage de f(x0),
un difféomorphisme ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rn et un difféomorphisme ψ : W → ψ(W ) ⊂ Rm tels
que le diagramme suivant est commutatif

f

V −→ W

ϕ
y yψ

ϕ(V ) −→ ψ(W )

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

ψ ◦ f ◦ ϕ−1((y1, ...yp, yp+1...., ym)) = (y1, ...yp, 0...., 0)

Preuve On a x = (x1, ...xp, xp+1...., xn), (f(x) = (f1(x), ..., fp(x), fp+1(x), ...., fm(x)) et

Dxf =



∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

. . . ∂f1
∂xn

...
...

... . . .
...

∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp
. . . ∂fp

∂xn

∂fp+1

∂x1
. . . ∂fp+1

∂xp
. . . ∂fp+1

∂xn

...
...

... . . .
...

∂fm

∂x1
. . . ∂fm

∂xp
. . . ∂fm

∂xn


x

.
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Comme rangxf = p, à des permutations près on peut supposer que

det

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

...
...

...
∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp

∣∣∣∣∣∣∣
(x0)

6= 0.

∀i = 1, ..., n et ∀j = 1, ...,m, on a

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

∂f1
∂xi

...
...

...
...

∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp

∂fp

∂xi
∂fj

∂x1
. . .

∂fj

∂xp

∂fj

∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x0)

= 0.

En utilisant la continuité de l’application multilinéaire det (déterminant), on déduit l’exis-
tence d’un ouvert V ⊂ U voisinage de x0 tel que

det

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

...
...

...
∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp

∣∣∣∣∣∣∣
(x)

6= 0. (∀x ∈ V )

Si on pose

ϕ : V → Rn

x = (x1, ...., xp, ....., xn) 7→ ϕ(x) = (f1(x), ...., fp(x), xp+1, ....., xn)

alors ϕ est une application différentiable de classe C1, tel que :

Dxϕ =



∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

. . . . ∂f1
∂xn

...
...

...
... . . .

...
∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp
. . . . ∂fp

∂xn

0 . . . 0 1 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 . . . 0 0 . . . 1


x

.
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det(Dx0ϕ) = det

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

...
...

...
∂fp

∂x1
. . . ∂fp

∂xp

∣∣∣∣∣∣∣
x0

6= 0.

D’après le théorème d’inversion locale, il existe un ouvert Ṽ ⊂ V voisinage de x0 tel que
ϕ : Ṽ ⊂ Rn → ϕ(Ṽ ) ⊂ Rn est un difféomorphisme de classe C1.

On remarque que si y = (y1, ...., yp, ....., yn) = ϕ(x) = (f1(x), ...., fp(x), xp+1, ....., xn) alors

yi = fi(x), (∀i = 1, ..., p).

Si on désigne par h = f ◦ ϕ−1 : ϕ(Ṽ ) → Rm, alors pour y = (y1, ...., yp, ....., yn) on a

h(y) = (h1(y), ...., hp(y), hp+1(y), ...., hm(y))

= f ◦ ϕ−1(y)

= f(x)

= (f1(x), ...., fp(x), fp+1(x), ...., fm(x))

= (y1, ...., yp, hp+1(y), ...., hm(y))

Dyh =



1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 . . . 1 0 . . . 0

∂hp+1

∂y1
. . . ∂hp+1

∂yp

∂hp+1

∂yp+1
. . . ∂hp+1

∂yn

...
...

...
... . . .

...
∂hm

∂y1
. . . ∂hm

∂yp

∂hm

∂yp+1
. . . ∂hm

∂yn


y

.

Comme f est une application de rang p et ϕ est un difféomorphisme, on déduit que h est
une application de rang p, par suite


∂hp+1

∂yp+1
(y) . . . ∂hp+1

∂yn
(y)

... . . .
...

∂hm

∂yp+1
(y) . . . ∂hm

∂yn
(y)

 = 0, (∀y ∈ ϕ(Ṽ )).

(est une matrice nulle d’ordre (m− p, n− p)).
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Ce qui montre que hp+1, ..., hm, sont des fonctions indépendantes des variables (yp+1, ..., yn).

hj(y) = hj((y1, ..., yp)), p+ 1 ≤ j ≤ m.

Soient W ⊂ Rm un ouvert voisinage de f(x0) tel que x0 ∈ f−1(W ) ⊂ Ṽ et ψ une
application définie par

ψ : W → Rm

z = (z1, ..., zm) 7→ ((z1, ..., zp, zp+1 − hp+1(z), ....., zm − hm(z)).

alors

Dyψ =



1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 . . . 1 0 . . . 0

−∂hp+1

∂y1
. . . −∂hp+1

∂yp
1 . . . 0

...
...

...
... . . .

...
−∂hm

∂y1
. . . −∂hm

∂yp
0 . . . 1


z

.

donc ψ est un difféomorphisme locale, de plus ψ est injective, en effet, si ψ(z) = ψ(z′) alors

z1 = z′1
...
zp = z′p

zp+1 − hp+1(z) = z′p+1 − hp+1(z
′) = z′p+1 − hp+1(z)

...
zm − hm(z) = z′m − hm(z′) = z′m − hm(z)

d’où z = z′. Comme ψ est un difféomorphisme locale et une application injective sur W , alors
d’après le théorème d’inversion locale ψ est un difféomorphisme sur W .

Si on note par V = f−1(W ) alors le diagramme suivant est commutatif
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f

V −→ W

ϕ
y yψ

ϕ(V ) −→ ψ(W )

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

et on a

ψ ◦ f ◦ ϕ−1((y1, ...yp, yp+1...., yn)) = ψ((y1, ...yp, hp+1(y), ...., hm(y)))

= (y1, ...yp, hp+1(y)− hp+1(y), ...., hm(y)− hm(y))

= (y1, ...yp, 0...., 0).

Théorème 2.4.2. Soit f : Mm → Nn une application différentiable. Si x ∈ M tel que
rgx(f) = p = min(m,n), alors il existe une (Uϕ) ∈ atl(M) telle que (∀y ∈ U) : rgy(f) = p.

Théorème 2.4.3 (Rang constant). Soit f : Mm → Nn une application différentiable. Si f
est de rang constant p ≤ (m,n) sur un ouvert U ⊂M , ( i.e. ∀x ∈ U, rgx(f) = p) , alors pour
tout x ∈M , il existent (Ũ , ϕ̃) ∈ atl(M,x) et (Ṽ , ψ̃) ∈ atl(N, f(x)) telles que :

(∀y = (y1, ..., ym) ∈ ϕ̃(Ũ)) : ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1(y) = ((y1, ..., yp, 0, ..., 0)

.

Preuve Soient (U1, ϕ1) ∈ atl(M,x) et (V1, ψ1) ∈ atl(N, f(x) telles que f(U1) ⊂ V1. Par
application du Théorème 2.4.1 à l’application

f̃ = ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 : U = ϕ1(U1) ⊂ Rm → ψ1(V1) ⊂ Rn,

ils existent un ouvert V ⊂ U voisinage de ϕ1(x), un ouvert W ⊂ ψ1(V1) voisinage de
f̃(ϕ1(x)), un difféomorphisme ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rm et un difféomorphisme ψ : W → ψ(W ) ⊂
Rn tels que le diagramme suivant est commutatif

f̃

V −→ W

ϕ
y yψ

ϕ(V ) −→ ψ(W )

ψ ◦ f̃ ◦ ϕ−1
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ψ ◦ f̃ ◦ ϕ−1((y1, ...yp, yp+1...., ym)) = (y1, ...yp, 0...., 0)

donc
(ψ ◦ ψ1) ◦ f ◦ (ϕ ◦ ϕ1)

−1((y1, ...yp, yp+1...., ym)) = (y1, ...yp, 0...., 0).

Si on note par ϕ̃ = ϕ ◦ ϕ1, ψ̃ = ψ ◦ ψ1, Ũ = ϕ−1
1 (V ) et Ṽ = ψ−1

1 (W ), alors (Ũ , ϕ̃) ∈
atl(M,x) et (Ṽ , ψ̃) ∈ atl(N, f(x)) tels que le diagramme suivant est commutatif

f

Ũ −→ Ṽ

ϕ1

y yψ1

V −→ W

f̃ = ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1

ϕ
y yψ

ϕ(V ) −→ ψ(W )

ψ ◦ f̃ ◦ ϕ−1

où ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 = ψ ◦ f̃ ◦ ϕ−1 = ψ ◦ ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 ◦ ϕ−1.

Remarque 2.4.1. En utilisant les translations, on peut supposer que ϕ̃(x) = 0 et ψ̃(f(x)) =
0.

Définition 2.4.1 (Immersion). Une application f : Mm → Nn est dite immersion si m ≤ n
et rg(f) = m = dim(M).

Remarque 2.4.2. Si f : Mm → Nn est une immersion, d’après le théorème du rang constant,
pour tout x ∈M il existe (U,ϕ) ∈ atl(M,x) et (V, ψ) ∈ atl(N, f(x)) tels que :

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

(y1, ...., ym) 7→ (y1, ...., ym, 0..., 0)

Ce qui montre que f est localement injective.

Définition 2.4.2 (Plongement). Une application f : Mm → Nn est dite plongement si elle
est une immersion injective.

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



2.4 Théorème du Rang Constant 40

Remarque 2.4.3. Si f : Mm → Nn est un plongement, alors f : M → f(M) est une
application bijective qui induit une topologie séparée sur f(M) et une structure différentiable
de dimension m, U = {(f(U), ϕ ◦ f−1); (U,ϕ) ∈ atl(M)} telle que f : (M,atl(M)) →
(f(M),U) est un difféomorphisme.

Définition 2.4.3 (Plongement régulier). Une application f : Mm → Nn est dite plongement
régulier si f est un plongement (i.e. immersion injective) tel que f : (M, TM) → (f(M), Tf(M))
est un homéomorphisme pour la toplogie induite par N sur f(M)

Tf(M) = {θ ∩ f(M); θ ∈ TN}.

Remarque 2.4.4. D’après la Remarque 2.4.3, on déduit que si f : Mm → Nn est un plon-
gement régulier , alors f : (M,atl(M)) → (f(M),U) est un difféomorphisme, et l’injection
canonique i : (f(M),U) → (N, atl(N)) est un plongement régulier,

f

(M,atl(M) −→ (N, atl(N))

f ↓ ↗ i

f(M)

où
U = {(f(U), ϕ ◦ f−1); (U,ϕ) ∈ atl(M)}.

Exemple 2.4.1.

f :]0, 2π[ → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))

f est un plongement régulier.

Fig. 2.2 – Plongement régulier

Exemple 2.4.2.

f : R → R2

t 7→ (cos(t), sin(t))
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f est une immersion non injective.

Exemple 2.4.3. Soit D = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1}

f : D → R2

(x, y) 7→ (x, y,
√

1− x2 − y2)

f est un est un plongement régulier sur S2
+ = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1; z > 0}.

Fig. 2.3 – Plongement régulier

Exemple 2.4.4. Considérons géométriquement les courbes suivantes :
a)

f :]− π, π[ → R2

s 7→ ((2cos(s)− 1)sin(s), (2cos(s)− 1)cos(s))

f est une immersion non injective f(π
3
) = f(−π

3
) = (0, 0).

Fig. 2.4 – Immersion non injective

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



2.4 Théorème du Rang Constant 42

b)

f :]− π

3
,
π

6
[ → R2

s 7→ (10sin(3s)cos(s), 5sin(3s)sin(s))

f est un plongement non régulier (f n’est pas ouverte au voisinage de f(0) = (0, 0)).

Remarque : f(]− ε,+ε[ n’est pas un ouvert de f(]− π
6
, π

3
[) pour la topologie induite.

Fig. 2.5 – Plongement non régulier

c)

f :]− π

2
,
π

3
[ → R2

s 7→ (sin(2s)cos(s), cos2(s))

f est un plongement régulier.

Fig. 2.6 – Plongement régulier

Définition 2.4.4 (Submersion). Une application differentiable f : Mm → Nn est dite sub-
mersion en x ∈M si rgx(f) = n. f est dite submersion si elle submersion en tout point.
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Exemples 2.4.1.

f : Rn+1 → R

(x0, ...., xn) 7→
n∑
i=0

x2
i

f est une submersion sur Rn+1 − {0} .

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x+ y, y + z)

f est une submersion sur R3

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (cos(x), sin(x))

f n’est pas une submersion.

f : Rn → Rp, (p < n)

(x1, ...., xn) 7→ (x1, ...., xp)

Toute projection orthogonale est une submersion.

Définition 2.4.5 (Partition de l’unité). Une partition de l’unité d’une variété Mm est une
famille {(Ui, fi)}i∈I tel que :

1) {Ui}i∈I est un recouvrement localement fini d’ouverts de M .

2) (∀i ∈ I), fi : M → R+ est une application continue de classe C∞ à support compact
telle qu supp(fi) ⊂ Ui.

3) (∀x ∈M),
∑

i fi(x) = 1.

Remarque : De la condition (1), on déduit que
∑

i fi(x) est une somme finie.

Définition 2.4.6. Une partition de l’unité {(Ui, fi)}i est dite subordonnée à un atlas {(Vj, ψj)}j∈J ,
si le recouvrement {Ui}iest un refinement du recouvrement {Vj}j∈J .

Proposition 2.4.1. Toute variété différentiable (paracompact) admet une partition de l’unité
subordonée à atl(M).
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Preuve Pour x ∈ M il existent (Ux, ϕx) ∈ atl(M) et εx > 0 tels que B(ϕx(x), 4εx) ⊂
ϕx(Ux). Si on pose Bx = ϕ−1

x (B(ϕx(x), εx)), alors {Bx}x∈M est un recouvrement ouvert de
M , il existe donc un refinement {Vi}i∈I d’ouverts localement fini {Bx}x∈M verifiant :

(∀i ∈ I), xi ∈ Vi ⊂ Bi ⊂ Ui.

où Bi = Bxi
, εi = εxi

, ϕi = ϕxi
et Ui = Uxi

. En vertu de la Proposition 1.5.2, soit
gε : Rn → R de classe C∞ telle que :

gε(z) ≤ 1. si z ∈ Rn

gε(z) = 1 si ‖z‖ < ε
gε(z) = 0 si ‖z‖ > 3ε

Si on pose

gi : y ∈ Ui → gi(y) = g
( 1

εi
ϕi(y)

)
∈ R et fi =

( ∑
j∈I

gj

)−1

gi

alors

1. ∀ ∈ I, gi ∈ C∞(M), supp(gi) ⊂ Ui et gi = 1 sur Vi.
2. {(Ui, fi)}i∈I est une partition de l’unité subordonée à atl(M).

De la Proposition 1.5.2 on obtient

Proposition 2.4.2. Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) est une carte de M , si x ∈ U alors il existe θ ⊂ U
voisinage de x et λ ∈ C∞(M) tels que{

supp(λ) ⊂ U
λ/θ = 1
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2.5 Sous Variété.

Définition 2.5.1. Soient (M,atl(M)) et (N, atl(N)) deux variétés de dimension m et n res-
pectivement tels que N ⊂M . On dit que N est une sous variété (réguliére) de M di dimension
n ≤ m, si l’injection canonique i : (N, atl(N)) → (M,atl(M)) est un plongement régulier.

Remarques 2.5.1. :

1) Si N est une sous variété de M , alors pour tout x ∈ N , il existe des cartes (U,ϕ) ∈
atl(N) et (V, ψ) ∈ atl(M) telles que U = V ∩N et

ψ ◦ i ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

(y1, ..., yn) 7→ (y1, ..., yn, 0..., 0)

d’où

ψ(V ∩N) = {z ∈ ψ(V ), zn+1 = ... = zm = 0} = {p ∈ V, ψn+1(p) = ... = ψm(p) = 0}.

2) Si f : N → M est un plongement régulier, alors d’après la Remarque 2.4.4, f(N) est
une sous variété de M .

Théorème 2.5.1. Soit M une variété de dimension m. N est une sous variété de M de
dimension n si et seulement si :

(∀x ∈ N), (∃(U,ϕ) ∈ atl(M) : (y ∈ U ∩N) ⇔ ϕn+1(y) = ... = ϕm(y) = 0 (2.1)

i.e.
z = (z1, ..., zm) ∈ ϕ(U ∩N) ⇔ zn+1 = ... = zm = 0

Preuve Daprès la Remarque 2.5.1 (1) on déduit que la condition est nécessaire. Inver-
semnt, soient TN la topologie induite par celle de M et

UN = {(U,ϕ) ∈ atl(M), (y ∈ U ∩N) ⇔ ϕn+1(y) = ... = ϕm(y) = 0}.

Pour (U,ϕ) ∈ UN , on pose

ϕ̃ : U ∩N → Rn ∩ ϕ(U)

y 7→ ϕ̃(y) = (ϕ1(y), ..., ϕn(y))

On a :
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1) ϕ̃ est une application bijective.

2) ϕ̃(U ∩N) = Rn ∩ ϕ(U) est un ouvert de Rn.

3) Si (U,ϕ), (V, ψ) ∈ UN alors pour (z ∈ ϕ̃(U ∩N) on a

ψ̃ ◦ ϕ̃−1(z) = ψ̃ ◦ ϕ−1(z, 0) = (ψ̃ ◦ ϕ−1
1 (z, 0), ..., ψ̃ ◦ ϕ−1

n (z, 0))

ce qui montre que ψ̃ ◦ ϕ̃−1 est une application de classe C∞. En conséquence, UN est un atlas
sur N tel que l’injection canonique i : N →M est un plongement régulier.

Théorème 2.5.2. Soient Mm et Nn deux variétés différentiables. Si f : Mm → Nn est
une application C∞-différentiable de rang constant k, alors pour tout p ∈ f(N), l’ensemble
f−1({p}) = {x ∈M, f(x) = p} est une sous variété fermer de N de dimension m− k.

Preuve Soit x ∈ f−1({p}), d’après le théorème du rang constant (Théorème 2.4.3),
il existent deux cartes (U,ϕ) ∈ atl(M) et (V, ψ) ∈ atl(N) tels que ϕ(U) ⊂ V , ϕ(x) = 0,
ψ(f(x)) = 0 et ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : z ∈ ϕ(U) → (z1, ..., zk, 0, ...., 0) ∈ ψ(V ). On a

(ϕ1(y) = ... = ϕk(y) = 0) ⇔ ψ ◦ f(y) = 0

⇔ f(y) = f(p)

d’où
y ∈ U ∩ f−1({p} ⇔ ϕ1(y) = ... = ϕk(y) = 0.

D’après le Théorème 2.5.1, on déduit que f−1({p}) est une sous variété de dimension
m− k.

Corollaire 2.5.1. Si f : Mm → Nn une application surjective C∞-différentiable de rang n
alors pour tout p ∈ N , f−1({p} est une sous variété de dimension m− n.

Corollaire 2.5.2. Soient Mm et Nn deux variétés de dimension m et n respectivement n <
m. Si f : Mm → Nn une application C∞-différentiable de rang n alors pour tout p ∈ N ,
f−1({p} ∩ {x ∈M, rgx(f) = n} est une sous variété de dimension m− n.

Remarque 2.5.1. L’ensemble {x ∈M, rgx(f) = n} est un ouvert de M .

Exemple 2.5.1.

f : Rn+1 → R

(x0, ...., xn) 7→
n∑
i=0

x2
i

Pour tout x ∈ Sn = f−1({1}) on a rgx(f) = 1, donc Sn est une sous variété de Rn+1 de
dimension n.
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2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Démontrer que l’espace topologique discret (E,P(E)) n’a pas de structure
d’atlas différentiable.

Exercice 2.6.2. Sur Rn muni de la topologie usuelle Tu, déterminer les cartes compatible
avec l’atlas {(Rn, Id)}. Déduire une caractérisation de l’atlas maximal associé.

Exercice 2.6.3. Soient R muni de la topologie usuelle Tu et

ϕ : R −→ R

x 7−→ ϕ(x) =

{
x si x ≥ 0
2x si x < 0

1) Déterminer la classe de différentiabilité de ϕ.

2) Démontrer que {(R, ϕ)} est un atlas sur (R, Tu).

3) les cartes (R, ϕ) et (R, Id) sont elles compatibles.

4) Déterminer toute les cartes compatible avec la carte (R, ϕ). Déduire une caractérisation
de l’atlas maximal associé.

Exercice 2.6.4. Soient R muni de la topologie usuelle Tu et

ϕ : R −→ R

x 7−→ ϕ(x) =

{
x2 si x ≥ 0
−x2 si x < 0

mêmes questions que l’exercice (2.6.3).

Exercice 2.6.5. Soient R2 muni de la topologie usuelle Tu et

ϕ : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ ϕ((x, y)) =

{
(xn, ym) si x ≥ 0

(−xn, ym) si x < 0

mêmes questions que l’exercice (2.6.3).

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



2.7 Solutions 48

Exercice 2.6.6. Soient Rn muni de la topologie usuelle Tu et ϕ : Rn −→ Rn un homéomor-
phisme. Déterminer toute les cartes compatible avec la carte (Rn, ϕ). Déduire une caractéri-
sation de l’atlas maximal associé.

2.7 Solutions

Solution 2.7.1. Soit U un ouvert de (R,P(R)) et ϕ : U −→ Rm une application in jective.
On a :

1) Comme (R,P(R)) est un espace topologique discret on déduit que ϕ est une application
continue.

2) Si x ∈ U alors {x} est un ouvert de P(R) et ϕ({x}) = {ϕ(x)} n’est pas un ouvert de
Rm muni de la topologie usuelle Tu donc ϕ n’est pas une application ouverte, par suite ϕ ne
peut pas être un homéomorphisme de U vers un ouvert de (Rm, Tu).

Solution 2.7.2. Une carte (U,ϕ) est compatible avec (Rn, Tu) si et seulement si

ϕ = ϕ ◦ Id−1 : U −→ ϕ(U)

est un difféomorphisme de classe C∞. d’où

Umax = {(U,ϕ); U ∈ Tu, et ϕ : U −→ ϕ(U) difféomorphisme de classe C∞}

Solution 2.7.3. :

1) ϕ est une application continue, bijective et d’inverse continue

ϕ−1 : R −→ R

x 7−→ ϕ(x) =

{
x si x ≥ 0
x
2

si x < 0

donc ϕ est un homéomorphisme, par suite {(R, ϕ)} est un atlas de dimension 1.

2) Puisque ϕ n’est pas différentiable et ϕ = ϕ ◦ Id−1, alors les cartes (R, ϕ) et (R, Id) ne
sont pas compatibles.
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3) Une carte (U, ψ) est comaptible avec (R, ϕ) si et seulement si l’application f = ψ◦ϕ−1 :
ϕ(U) −→ ψ(U) est un difféomorphisme de class C∞, d’où

ψ = f ◦ ϕ : U −→ R

x 7−→ ψ(x) =

{
f(x) si x ≥ 0
f(2x) si x < 0

On déduit que l’atlas maximal est donné par

Umax = {(U, f ◦ ϕ), U ∈ Tu et f est un difféomorphisme de classe C∞.}
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Chapitre 3

Espace Tangent à une Variété.

3.1 Espace Tangent

on note par

• C∞(M) = {f : M → R, f est de classe C∞}, germe de fonctions.
• C∞(M,x) = {f : M → R, f est de classe C∞ au voisnage de x}, germe de fonc-

tions en x.
• (C∞(M),+×, ·) est une algèbre.

Définition 3.1.1. Soit Mm une variété de dimension m. Une courbe passant par x ∈M est
une application γ : I ⊂ R →M d’un interval I ⊂ R à image dans la variété M , tel que 0 ∈ I
et γ(0) = x.

On note par Kx = {γ : I ⊂ R → M, γ(0) = x}. On définit sur Kx une relation
d’équivalence par :

(γ1, γ2 ∈ Kx), γ1Rγ2 ⇔ ∃(U,ϕ) ∈ atl(M,x) :
d(ϕ ◦ γ1)

dt
(0) =

d(ϕ ◦ γ2)

dt
(0). (3.1)

Remarque : En vertu de la compatibilté des cartes, la relation (3.1) est indépendante de
la carte choisie.

Définition 3.1.2. :

• L’ensemble quotient TxM = (Kx)/R est appelé espace tangent à la variété M en x.

• La classe d’équivalence γ̇(0) est dite vecteur tangent à la variété M en x.
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� Structure vectoriel sur TxM

Soit (U,ϕ) ∈ atl(M), on pose

ϕ̃x : TxM → Rn

γ̇(0) 7→ d(ϕ ◦ γ)
dt

(0). (3.2)

De la définition de la relation d’équivalence R (formule (3.1)), on déduit que ϕ̃ est une
application injective.

Pour y ∈ Rn, il existe ε > 0 tel que ∀t ∈] − ε,+ε[ on a ϕ(x) + ty ∈ ϕ(U). Si on note
γ : t ∈] − ε,+ε[→ ϕ−1(ϕ(x) + ty) ∈ U , alors γ est une courbe passant par x telle que
ϕ̃x(γ̇(0)) = y, en déduit que ϕ̃x est surjective. Donc ϕ̃ est une application bijective.

Si (U,ϕ), (V, ψ) ∈ atl(M,x) alors

ϕ̃x ◦ ψ̃−1
x (y) =

d

dt
[ϕ ◦ ψ−1)(ψ(x) + ty)]t=0

= Jψ(x)(ϕ ◦ ψ−1).y

est une application linéaire bijective, ce nous permet de transporter d’une manière indé-
pendante de la carte choisie, la structure d’espace vectoriel de Rn à TxM par les formules
suivantes :

γ̇1(0) + γ̇2(0) = ϕ̃−1
x

(
ϕ̃x(γ̇1(0)) + ϕ̃x(γ̇2(0))

)
= ϕ̃−1

x

( d
dt

(ϕ ◦ γ1)t=0 +
d

dt
(ϕ ◦ γ2)t=0

)
λ.γ̇1(0) = ϕ̃−1

x

(
λ.ϕ̃x(γ̇1(0))

)
= ϕ̃−1

x

(
λ.
d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0

)
.

(TxM,+, .) est un espace vectoriel sur R de dimension dim(TxM) = m = dim(M).

Remarques 3.1.1. :

1) Si (U,ϕ), (V, ψ) ∈ atl(M,x) alors
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ϕ̃−1
x

(
ϕ̃x(γ̇1(0)) + λ.ϕ̃x(γ̇2(0))

)
= ψ̃−1

x ◦ (ψ̃x ◦ ϕ̃−1
x )

(
ϕ̃x(γ̇1(0)) + λ.ϕ̃x(γ̇2(0))

)
= ψ̃−1

x ◦ (ψ̃x ◦ ϕ̃−1
x )

(
(ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x ) ◦ ψ̃x(γ̇1(0))

+λ.(ϕ̃x ◦ ψ̃−1
x ) ◦ ψ̃x(γ̇2(0))

)
= ψ̃−1

x ◦ (ψ̃x ◦ ϕ̃−1
x ) ◦ (ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x )
(
ψ̃x(γ̇1(0)) + λ.ψ̃x(γ̇2(0))

)
= ψ̃−1

x

(
ψ̃x(γ̇1(0)) + λ.ψ̃x(γ̇2(0))

)

2) ϕ̃x : TxM → Rn est un isomorphisme d’espaces vecoriels.

Notations 3.1.1. :

1) Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x) on a ϕ(x) = (ϕ1(x), ....., ϕm(x)) ∈ Rm. On
note alors xi = ϕi(x) (1 ≤ i ≤ m).

2) Une carte (U,ϕ) ∈ atl(M) sera noté (U, xi, 1 ≤ i ≤ m).

3) Si (e1, ..., em) est la base canonique de l’espace vectoriel Rm alors ϕ̃−1
x (ei) est noté par

∂
∂xi /x

ou ∂i/x.

4)( ∂
∂x1 /x

, ..., ∂
∂xm /x

) est une base locale relativement à la carte (U, xi).

5) ∂
∂xi /x

est le vecteur associé à la courbe γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + t.ei).
6) Si v ∈ TxM tel que ϕ̃(v) = y = (y1, ..., ym) ∈ Rm, alors (par Convention d’Einstein),

on obtient

v =
m∑
i=1

yi
∂

∂xi /x
= yi

∂

∂xi /x
= γ̇(0)

où γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + t.y).

Définition 3.1.3. [Action d’un vecteur] Une action d’un vecteur v = γ̇(0) ∈ TxM sur le
germe des fonctions C∞(M,x) est l’application définie par

v : C∞(M,x) → R

f 7→ v(f) =
d(f ◦ γ)
dt

(0)

Propriétés 3.1.1 (Locales). Si λ ∈ R, v = vi ∂
∂xi et w = wi ∂

∂xi relativement à une carte
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(U,ϕ), alors

• v(f) =
d(f ◦ ϕ−1(ϕ(x) + t(v1, ..., vm))

dt
(0)

=
m∑
i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x))vi

= vi
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x)) (Convention d’Einstein).

• v(ϕi) = vi.

• λ.v + w = (λvi + wi)
∂

∂xi
.

• (λ.v + w)(f) = λv(f) + w(f).

Propriétés 3.1.2.

1) v(f + g) = v(f) + v(g).

2) v(λ.f) = λ.v(f).

3) v(f.g) = f(x)v(g) + g(x)v(f) (Formule de Leibnitz).
4) v(Const) = 0.

Théorème 3.1.1. Si L : TxM → R est une application qui vérifie les Propriétés 3.1.2 précé-
dentes, alors il existe un unique vecteur v ∈ TxM tel L = v.

Preuve Soit (U,ϕ) ∈ atl(M,x0), d’après la formule de développement limité, on a

f ◦ ϕ−1(y) = f(x0) + (yi − ϕi(x0))
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x0)) + (yi − ϕi(x0))(y

j − ϕj(x0))aij(x0)

f(x) = f(x0) + (xi − ϕi(x0))
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x0)) + (xi − ϕi(x0))(x

j − ϕj(x0))aij(x0)

f(x) = f(x0) + (ϕi(x)− ϕi(x0))
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x0)) +

(ϕi(x)− ϕi(x0))(ϕ
j(x)− ϕj(x0))aij(x0)

d’où

L(f) = L(ϕi)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(x0))

= L(ϕi)
∂

∂xi /x0

(f)

= v(f)
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où v = L(ϕi) ∂
∂xi /x0

. De la fomule vi = L(ϕi) (1 ≤ i ≤ m), on déduit l’unicité du vecteur
v.

Définition 3.1.4. Soit Mm une variété de dimension m. L’ensemble TM =
⋃
x∈M TxM est

dit espace tangent à la variété M .

Remarques 3.1.2. :

1) Si x 6= x′ alors TxM
⋂
Tx′M = ∅.

2) Soit K = {γ : I ⊂ R → M C∞, 0 ∈ I} l’ensemble des courbes de classe C∞ au
voisinage de 0 ∈ R. Si R est la relation d’équivalence définie sur K par :

γ1Rγ2 ⇔
(
γ1(0) = γ2(0)

)
et

(d(ϕ ◦ γ1)

dt
(0) =

d(ϕ ◦ γ2)

dt
(0)

)
où (U,ϕ) ∈ atl(M), alors TM = K/R = {γ̇(0), γ ∈ K}.

En vertu de la compatibilité des cartes, la relation R est indépendante de la carte choisie.

3) Si U est un ouvert de M , alors TxU = TxM et TU = ∪x∈UTxM .

3.2 Structure de variété sur TM .

Soit π : γ̇(0) ∈ TM → γ(0) ∈ M la projection canonique sur M . Si (U,ϕ) ∈ atl(M) est
une carte sur M alors

π−1(U) =
⋃
x∈U

TxM,

et

ϕ̃ : π−1(U) → U × Rm

γ̇(0) =
(
γ(0),

d(ϕ ◦ γ)
dt

(0)
)

(3.3)

est une application bijective telle que ϕ̃(v) = (π(v), ϕ̃π(v)(v)). De plus si (V, ψ) ∈ atl(M) alors

ψ̃ ◦ ϕ̃−1 : (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm

(x, y) 7→
(
x, ψ̃x ◦ ϕ̃−1

x (y)
)

7→
(
x, Jϕ(x)(ψx ◦ ϕ−1

x ).y
)
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est un difféomorphisme de classe C∞. Du théorème de construction de variétés (Théorème
2.2.1) on déduit l’existence d’une structure de variété différentiable de dimension 2m et d’atlas

U = {(π−1(U), ϕ̃), (U,ϕ) ∈ atl(M)}.

Remarques 3.2.1. Soient (U, xi)i=1,..,m ∈ atl(M) et (∂1/x, ..., ∂m/x) la base canonique asso-
ciée sur TxM .

1) Si v = yi∂i/x ∈ TxM alors ϕ̃(v) = (x, y1, ..., ym).

2) On note par (π−1(U), x1, ..., xm, y1, ..., ym) la carte sur TM induite par la carte (U, xi)i=1,..,m.

Définition 3.2.1 (Application tangente). Soient Mm, Nn deux variétés et f : Mm → Nn une
appication différentiable. On appelle application tangente associée à f , l’application définie
par

df : TM → TN

γ̇(0) 7→
˙︷ ︸︸ ︷

(f ◦ γ)(0) (3.4)

Expression locale :

Si (U,ϕ) ∈ atl(M) et (V, ψ) ∈ atl(N) tel que ϕ(U) ⊂ V , alors

df

π−1
M (U) −→ π−1

N (V )

ϕ̃ ↓ ↓ ψ̃

ϕ(U)× Rm −→ ψ(V )× Rn

ψ̃ ◦ df ◦ ϕ̃−1

ψ̃ ◦ df ◦ ϕ̃−1(z, y) = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(z), Dz(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y)

= (ψ ◦ f ◦ ϕ−1(z), Jz(ψ ◦ f ◦ ϕ−1).y

Ce qui montre que df est une application différentiable.
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Remarques 3.2.2. :

1) Si f est de classe Ck alors df est de classe Ck−1.

2) Si f : Mm → Nn et g : Nn → Ep sont différeniables alors g ◦ f est une application
différentiable et on a dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .

3) Si Rn muni de l’atlas usuelle {(Rn, Id)}, alors TRn est difféomorphe à Rn×Rn = R2n

Ĩd
−1

: Rn × Rn −→ TRn

(a, b) 7−→ γ̇(a,b)(0)

où γ(a,b) : t ∈ Rn −→ γ(a,b)(t) = a+ bt ∈ Rn. On identifie alors TRn à R2n.

3.3 Champ de vecteurs.

Définition 3.3.1. Un champ de vecteurs (ou section) sur une variété M est une application
X : M → TM telle que π ◦X = IdM

X

M → TM

IdM ↘ ↙ π

M

On note par H(M) ou Γ(TM) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C∞ sur M .

Propriétés 3.3.1. :

1) (∀X ∈ Γ(TM), ∀x ∈M on a X(x) = Xx ∈ TxM .

2) Soient X, Y ∈ Γ(TM) et α ∈ C∞(M), on définit X + Y ∈ Γ(TM) et αX ∈ Γ(TM)
par les formules

(X + Y )(x) = X(x) + Y (x) ∈ TxM.

(αX)(x) = α(x)X(x) ∈ TxM.

3) Soit U est un ouvert de M , on a TU est un ouvert de TM tel que si X ∈ Γ(M) alors
X/U : x ∈ U → Xx ∈ TU est champ de vecteurs sur U .
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4) Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte locale, si on pose

∂i : U → TU ⊂ TM, (1 ≤ i ≤ m)

x 7→ ∂i(x) = ∂i/x =
∂

∂xi /x

alors (∂1, ...., ∂m) est une base champs de vecteurs sur U .

5) Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte locale, si X ∈ Γ(U) alors X = X i∂i tels que X i(x) =
πi(ϕ̃x(Xx)) où πi : Rm → R est la i-ème projection. On déduit que l’expression locale de ϕ̃◦X
est donnée par

ϕ̃ ◦X : U → U × Rm

x 7→ (x,X1, ...., Xm)

Les fonctions X1, ...., Xm sont appelés composantes locale de X relativement à la carte (U,ϕ).

6) Si X = X i∂i , Y = Y i∂i relativement à la carte (U,ϕ) et α ∈ C∞(U) alors
X + αY = (X i + αY i)∂i.

7) Si Rm est muni de l’atlas usuelle alors H(Rm) s’identifie à (C∞(Rm))m.

Théorème 3.3.1. Une section X : M 7→ TM est de classe Ck si et seulement si relative-
ment à toute carte (U,ϕ) ∈ atl(M), les composantes (X1, ...., Xm) sont de classe Ck (i.e.
X i ∈ Ck(U), 1 ≤ i ≤ m).

Preuve En effet, toute carte (U,ϕ) ∈ atl(M) induit une carte (π−1(U), ϕ̃) ∈ atl(TM) et
on a

X

U → π−1(U)

ϕ ↓ ↓ ϕ̃
ϕ(U) → ϕ(U)× Rm

ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1

D’après (5) du Propriétés 3.3.1, on obtient

ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1(z) =
(
z,X1 ◦ ϕ−1(z), ..., Xm ◦ ϕ−1(z)

)
.
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Théorème 3.3.2. Soient Mm une variété de dimension m et {Ui}i∈I un recouvrement ouvert
de M . Si {Xi}i∈I est une famille de Champs de vecteurs différentiables telle que

(∀i ∈ I) : Xi ∈ H(Ui)

(∀i, j ∈ I) : Xi = Xj sur Ui ∩ Uj,

alors il existe un unique champ de vecteurs X ∈ H(M) tel que

(∀i ∈ I) : X/Ui
= Xi. (3.5)

Preuve De la formule (3.5) en obtient l’unicité du champ de vacteurs X.

Soit {θj, αj}j∈J une partition de l’unité subordonée à {Ui}i∈I . Pour j ∈ J il existe kj ∈ I
tel que θj ⊂ Ukj

, si on pose :

Xj = αjXkj
, j ∈ J

X =
∑
j∈J

Xj =
∑
j∈J

αjXkj

alors

1) Xj ∈ H(M) tel que supp(Xj) ⊂ θj ⊂ Ukj
.

2) X ∈ H(M) tel que pour x ∈ Ui, on a

X(x) =
∑
j∈J

αj(x)Xkj
(x) =

∑
j∈J

αj(x)Xi(x) = Xi(x). (3.6)

3.4 Groupe à un paramètre.

Théorème 3.4.1 ([2],[7], [13]). (Théorème d’existence, unicité et différentiabilité).

Soient J ⊂ R et U ⊂ Rn sont des ensembles ouverts. Si f : J × U → Rn une fonc-
tion de classe Ck et (t0, x0) ∈ J × U , alors il existent deux ouverts J0 et U0 tels que
(t0, x0) ∈ J0 × U0 ⊂ J × U et Φ : J0 × U0 → Rn de classe Ck solution de l’equation

{
∂
∂t

Φ(t, x) = f(t,Φ(t, x))
Φ(t0, x) = x
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Définition 3.4.1. Un groupe à 1-paramètre sur une variété Mm est une application Φ :
R×M →M de classe C∞ telle que :

1. (∀x ∈M) : Φ(0, x) = x

2. (∀s, t ∈ R), (∀x ∈M) : Φ(s, (Φ(t, x)) = Φ(s+ t, x)

Propriétés 3.4.1. Soit Φ : R×M →M un groupe à 1-paramètre, on a

1. L’application

Φt : M → M

x 7→ Φt(x) = φ(t, x) (3.7)

un difféomorphisme tel que Φ−1
t = Φ−t

2. Φ0 = IdM

3. (∀s, t ∈ R) : Φt ◦ Φs = Φs+t

4.
(
{Φt}t∈R, ◦

)
est un groupe commutatif, muni de la loi de composition des applications.

5. Pour tout x ∈M , l’application

Φx : R → M

x 7→ Φx(t) = φ(t, x) (3.8)

est une courbe de classe C∞ passant par x (i.e. Φx(0) = φ(0, x) = x).

Théorème 3.4.2. Si Φ : R×Mm → Mm est un groupe à 1-paramètre sur M , alors l’appli-
cation

σ : M → TM

x 7→ Φ̇x(0) ∈ TxM (3.9)

est un champ de vecteurs sur M .

Preuve Il suffit de démontrer que σ est une application de classe C∞. Soit (π−1(U), ϕ̃) ∈
atl(TM) induite par la carte (U,ϕ) ∈ atl(M). En vertu de la continuité de Φ en déduit
l’existence de ε > 0 et V ⊂ U un voisinage de x tels que Φ(]− ε,+ε[×V ) ⊂ U . on a

ϕ̃(σ(x)) = ϕ̃(Φ̇x(0))

= (ϕ(x),
d(ϕ ◦ Φx)

dt
(0)

= (ϕ(x),
d(ϕ(Φ(t, x))

dt
(0))

d’où

ϕ̃ ◦ σ ◦ ϕ−1(y) = (y,
∂Φ̂

∂t
(0, y))
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tel que Φ̂ est une application de classe C∞ définie au voisinage (0, ϕ(x)) par

Φ̂ : (t, y) ∈]− ε, ε[×ϕ(V ) → ϕ(Φ(t, ϕ−1(y))) ∈ ϕ(U).

Remarque 3.4.1. Soit (U,ϕ) ∈ atl(M,x), on a :

ϕ̃Φs(x)(Φ̇x(s)) =
d

dt
(ϕ ◦ Φx(t))/t=s

=
d

dt
(ϕ ◦ Φx(t+ s))/t=0

=
d

dt
(ϕ ◦ Φt+s(x))/t=0

=
d

dt
(ϕ ◦ Φt ◦ Φs(x))/t=0

=
d

dt
(ϕ ◦ Φt(Φs(x)))/t=0

=
d

dt
(ϕ ◦ ΦΦs(x)(t))/t=0

= ϕ̃Φs(x)(Φ̇Φs(x)(0))

= ϕ̃Φs(x)(σ(Φs(x))

= ϕ̃Φs(x)(σ(Φx(s))

d’où
Φ̇x(s) = σ(Φx(s))

Ce qui montre que Φ est une solution de l’équation différentielle

Φ̇ = σ(Φ).

Définition 3.4.2. Soient M une variété de dimension m, U un ouvert de M et I ⊂ R
un interval tel que 0 ∈ I. Un groupe à un paramètre local définit sur U est une application
Φ : I × U → U de classe C∞ telle que :

1. (∀x ∈ U) : Φ(0, x) = x

2. (∀s, t, s+ t ∈ I), (∀x ∈ U) : Φ(s, (Φ(t, x)) = Φ(s+ t, x) ∈ U

Remarque 3.4.2. Si X ∈ Γ(TM) est un champ de vacteurs, alors la théorie des équa-
tions différentielle montre l’existence d’un groupe à un paramètre local φ au voisinage de
(0, x) ∈ R×M tel que Φ̇ = X(Φ).
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Définition 3.4.3. Soit M une variété de dimension m. Un champ de vaecteur X ∈ Γ(TM)
est dit complet s’il admet un groupe à un paramètre globale Φ : R×M →M tel que Φ̇ = X(Φ).

Théorème 3.4.3. Si M est une variété compacte, alors tout champ de vecteurs sur M est
un champ complet.

Preuve Soit X ∈ H(M), si x ∈ M il existe un groupe à un paramètre locale Φx :
Ix × Ux → Ux associé à X au voisinage de x. De la compacité de la variété M on peut
extraire un sous recouvrement fini (U i)1≤i≤n ⊂ (Ux)x∈m. En vertu de l’unicité du groupe à
un paramètre locale, on a Φi = Φj sur I × U i ∩ U j où I =

⋂
1≤k≤n U

k. Si on pose :

Φ̂ : I ×M → M

(t, x) 7→ Φi(t, x), x ∈ U i.

Φ : R×M → M

(t, x) 7→ Φ̂ t
p
◦ ... ◦ Φ̂ t

p
(x), p− fois.

où p ∈ N∗ tel que t
p
∈ I. Alors Φ est un groupe à un paramètre globale associé à X.

Définition 3.4.4. Soit X ∈ H(M) un champ de vecteurs sur M . Le champ X induit un
opérateur différentielle sur le module C∞(M) :

X : C∞(M) → C∞(M)

f 7→ X(f)

tel que

X(f)(x) = Xx(f) =
d

dt
(f ◦ φt(x))/t=0 (3.10)

où φ désigne le groupe à 1-parmèttre associé à X au voisinage de x.

Des propriétés (3.1.1) et (3.1.2), on obtient

Propriétés 3.4.2. Si X = X i∂i relativement à une carte (U,ϕ), alors
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• X(f) =
d(f ◦ ϕ−1(ϕ(x) + t(X1, ..., Xm))

dt
(0)

=
m∑
i=1

X i∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
◦ ϕ

= X i∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
◦ ϕ (Convention d’Einstein).

• X(ϕi) = X i.

• ∂xk(f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xk
◦ ϕ (1 ≤ k ≤ m).

• ∂xk(ϕi) = δik (1 ≤ i, k ≤ m).

Propriétés 3.4.3.

1) X(f + g) = X(f) +X(g).

2) X(λ.f) = λ.X(f).

3) X(f.g) = fX(g) + gX(f) (Formule de Leibnitz).
4) X(Const) = 0.

Théorème 3.4.4. Si L : C∞(M) → C∞(M) est opérateur différentielle sur M verifiant les
propriétés (3.4.3), alors il existe un unique champ de vecteurs X ∈ H(M) tel que L = X.

Lemme 3.4.1. Soit L un opérateur tel que le Théorème 3.4.4. si f, g ∈ C∞(M) et U un
ouvert de M tels que f/U = g/U alors L(f)/U = L(g)/U .

Preuve Soit x ∈ U , il existe une fonction α ∈ C∞(M) telle que supp(α) ⊂ U et α(x) = 1.
D’après l’égalité f/U = g/U , on déduit :

αf = αg

doù

L(αf) = L(α)f + αL(f)

= L(α)g + αL(g)

L(αf)(x) = L(α)(x)f(x) + α(x)L(f)(x)

= L(α)(x)g(x) + α(x)L(g)(x)

comme f(x) = g(x) et α(x) = 1, on obtient L(f)(x) = L(g)(x).
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Preuve Du Theoreme3.4.4.

Soit x ∈M , on pose

Lx : C∞(M,x) → C∞(M,x)

f 7→ Lx(f) = L(αf)(x)

où α ∈ C∞(M) tel que supp(α) ⊂ Dom(f) et α = 1 sur un ouvert V voisinage de x. On a :

1. αf ∈ C∞(M), (αf)/V = f/V .
2.

Lx(f + g) = L(α(f + g))(x)

= L(αf))(x) + L(αg))(x)

= Lx(f) + Lx(g)

3.

Lx(fg) = L(α(fg))(x)

= L(α2(fg))(x)

= L((αf)(αg))(x)

= (αg)(x)L((αf)(x) + (αf)(x)L(αg))(x)

= g(x)Lx(f) + f(x)Lx(g)

Du Théorème 3.1.1, on déduit l’existence d’un unique vecteur vx ∈ TxM tel que Lx = vx.
On définit alors une section X sur M par

X : M → TM

x 7→ X(x) = vx

Soient (U,ϕ) ∈ atl(M,x), W ⊂ M un ouvert voisinage de x tel que W compact et x ∈ W ⊂
W ⊂ U . Si α ∈ C∞(M) tel que α/W = 1 et supp(α) ⊂ U , alors pour tout y ∈ W on a

Xy = Xy(ϕ
i)∂i/y

= Ly(ϕ
i)∂i/y

= Ly(αϕ
i)∂i/y

= L(αϕi)(y)∂i/y

Ce qui montre que X est une section de classe C∞ tel que X/W = L(αϕi)∂i.
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3.5 Algèbre de Lie des champs de vecteurs.

Définition 3.5.1. Soient X, Y ∈ H(M). Le crochet de Lie de X, Y est un champ de vecteurs
[X, Y ] definit par

[X,Y ] : C∞(M) → C∞(M)

f 7→ [X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

Propriétés 3.5.1. :

1. [X, Y ] = −[Y,X].
2. [f.X, g.Y ] = f.X(g).Y − g.Y (f).X + (fg).[X, Y ].
3. [X, Y ]/U = [X/U , Y/U ].
4. [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, (identité de Jacobi).

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

= X ◦ Y ◦ Z − Z ◦X ◦ Y − Y ◦X ◦ Z + Z ◦ Y ◦X
+Y ◦ Z ◦X −X ◦ Y ◦ Z −X ◦ Z ◦ Y + Y ◦X ◦ Z
+Z ◦X ◦ Y − Y ◦ Z ◦X − Z ◦ Y ◦X +X ◦ Z ◦ Y

= 0.

5. Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M) on a [∂i, ∂j] = 0. En effet

[∂i, ∂j](f) = ∂i(∂j(f))− ∂j(∂i(f))

= ∂i(
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj
◦ ϕ)− ∂j(

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
◦ ϕ)

=
∂2(f ◦ ϕ−1)

∂xi∂xj
◦ ϕ)− ∂2(f ◦ ϕ−1)

∂xj∂xi
◦ ϕ)

= 0.

6. Si X = X i∂i et Y = Y j∂j relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M),alors

[X, Y ] =
(
X i∂i(Y

j)− Y i∂i(X
j)

)
∂j

Définition 3.5.2. Soit f : Mm → Nn une application différentiable. Deux champs de vecteurs
X ∈ Γ(TM) et Y ∈ Γ(TN) sont dit f -équivalent si df ◦ X = Y ◦ f , i.e. le diagramme
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suivant est commutatif :

df

TM −→ TN

X ↓ ↓ Y
M −→ N

f

On note alors X ∼f Y .

Propriétés 3.5.2. Soient f : Mm → Nn une application de classe C∞, X ∈ Γ(TM),
Y ∈ Γ(TN) et h ∈ C∞(N), on a

1. h ◦ f ∈ C∞(M).

2. Si v = γ̇(0) ∈ TxM alors dx(v) =
˙

(f ◦ γ)(0).
3. dxf(Xx)(h) = Xx(h ◦ f).
4. (df ◦X)(h) = X(h ◦ f).
5. (Y ◦ f)x(h) = Yf(x)(h) = Y (h)(f(x)) = (Y (h) ◦ f)(x).
6. (Y ◦ f)(h) = Y (h) ◦ f .

Théorème 3.5.1. Soient f : Mm → Nn une application de classe C∞, X1, X2 ∈ Γ(TM) et
Y1, Y2 ∈ Γ(TN). Si

X1 ∼f Y1 et X2 ∼f Y2,

alors

1) (∀λ ∈ R) : (λX1 +X2) ∼f (λY1 + Y2).

2) [X1, X2] ∼f [Y1, Y2].

Preuve De la formule (Propriétés 3.5.2 (6)), on obtient :

df ◦ [X1, X2] = [X1, X2](h ◦ f)

= X1(X2(h ◦ f))−X2(X1(h ◦ f))

= X1(df ◦X2(h))−X2(df ◦X1(h))

= X1((Y2 ◦ f)(h))−X2((Y1 ◦ f)(h))

= X1(Y2(h) ◦ f)−X2((Y1(h) ◦ f)

= df ◦X1(Y2(h))− df ◦X2(Y1(h))

= Y1(Y2(h))− Y2(Y1(h))

= [Y1, Y2](h) ◦ f
= ([Y1, Y2] ◦ f)(h)
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Définition 3.5.3. Soit f : Mm → Nn une application de classe C∞. On appel image in verse
de fonctions par f l’application :

f ∗ : C∞(N) → C∞(M)

h 7→ f ∗(h) = h ◦ f

Théorème 3.5.2. Soient f : Mm → Nn un difféomorphisme de classe C∞. Si X ∈ Γ(TM)
alors Y = df(X) ◦ f−1 est un champ de vecteurs sur N tels que

Y : N −→ TN

y 7−→ Yy = df(X) ◦ f−1(y)

= df−1(y)f(Xf−1(y))

df

TM −→ TN

X ↓ ↓ Y
M → N

f

Définition 3.5.4. Soit f : Mm → Nn un difféomorphisme de classe C∞. On appel image
directe de champs de vecteurs par f l’application :

f∗ : H(M) −→ H(N)

X 7−→ f∗(X) = df(X) ◦ f−1

Définition 3.5.5. Soit f : Mm → Nn un difféomorphisme de classe C∞. On appel image
inverse de champs de vecteurs par f l’application :

f ∗ : H(N) −→ H(M)

Y 7−→ f ∗(Y ) = f−1
∗ (Y )

= df−1(Y ) ◦ f

Propriétés 3.5.3. Soit f : Mm → Nn un difféomorphisme de classe C∞. On a :

1. f∗ est bijective tel que (f∗)
−1 = f ∗ = (f−1)∗.

2. X et f∗(X) sont f -équivalent.
3. Y et f ∗(Y ) sont f−1-équivalent.
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4. f∗(λX1 + βX2) = λf∗(X1) + βf∗(X2).
5. f∗(h.X) = h ◦ f−1.f∗(X).
6. f∗([X1, X2]) = [f∗(X1), f∗(X2)].
7. f ∗(g.Y ) = g ◦ f.f ∗(Y ).
8. f ∗([Y1, Y2]) = [f ∗(Y1), f

∗(Y2)].
9. f∗ et f ∗ sont des isomorphismes linéaire.

où λ, β ∈ R, h ∈ C∞(M), g ∈ C∞(N), X,X1, X2 ∈ H(M) et Y, Y1, Y2 ∈ H(N).

3.6 Dérivée de Lie.

Définition 3.6.1. Soient X ∈ H(M) et h ∈ C∞(M). La dérivée de Lie h par rapport à X
est une fonction de classse C∞ noté LX(h) et définie par :

LX(h)(x) =
d

dt
(h ◦ ϕt(x))/t=0 (3.11)

où ϕt(x) est le groupe à un paramètre local associé à X au voisinage de (0, x) ∈ R×M .

Remarques 3.6.1. :

1) D’après l’unicité du groupe à un paramètre ϕ, on déduit que LX(h) est bien définie.
Comme ϕ est de classe C∞ au voisinage de (0, x) on déduit que LX(h) de classe C∞.

2) LX(h) = X(h) = dh(X).

3) LX(h1.h2) = h1.LX(h2) + h2.LX(h1).

4) LX(a.h1 + b.h2) = a.LX(h1) + b.LX(h2).

5) Lα.X+β.Y (h) = α.LX(h) + β.LX(h).

où a, b ∈ R , α, β, h, h1, h2 ∈ C∞(M) et X,Y ∈ H(M).

Définition 3.6.2. Soient X, Y ∈ H(M). On appel dérivée de Lie Y par rapport à X le champ
de vecteurs est une noté LX(Y ) et définie par :

LX(Y ) =
d

dt

(
ϕt

)∗
(Y )/t=0 =

d

dt

[
dϕ−t ◦ Y ◦ ϕt

]
/t=0

. (3.12)

où ϕt est le groupe à un paramètre local associé à X au voisinage de 0 ∈ R.
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Théorème 3.6.1. Si X, Y ∈ H(M) alors :

1. LX(Y ) = [X, Y ].

2. d
dt

(ϕt)
∗(Y ) = (ϕt)

∗(LXY ) = (ϕt)
∗([X, Y ]).

où ϕt est le groupe à un paramètre local associé à X au voisinage de 0 ∈ R.

Preuve Soit f ∈ C∞(M), x ∈ M et ϕt(x) le groupe à un paramètre local associé à X
au voisinage de (0, x) ∈ R×M .

1) Si on note
α(t, s) = Y (ϕ(t, x)(f ◦ ϕs)

alors

α(t, 0) = Y (ϕ(t, x))(f)

α(0, s) = Y (x)(f ◦ ϕs)

∂α

∂t
(0, 0) =

∂

∂t
[Y (f)(ϕ(t, x))]t=0

= Xx(Y (f))

∂α

∂s
(0, 0) =

∂

∂s
[Yx(f ◦ ϕs)]s=0

= Yx[
∂

∂s
(f ◦ ϕs)s=0], (Yx est linaire)

= Yx(X(f)).

∂

∂t
[α(t,−t)]/t=0 =

∂

∂t
[Y (f)(ϕ(t, x))(f ◦ ϕ−t]t=0

=
d

dt
[Y (f)(ϕ(t, x))(f ◦ ϕ−t]t=0

=
d

dt
[(dϕ−t ◦ Y ◦ ϕt)x(f)]t=0

=
d

dt
[(dϕ−t ◦ Y ◦ ϕt)x]t=0(f)

= [LXY ]x(f) (3.13)

∂

∂t
[α(t,−t)]/t=0 =

∂

∂t
α(0, 0)− ∂

∂s
α(0, 0)

= Xx(Y (f))− Yx(X(f))

= [X, Y ](f)). (3.14)
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des formules (3.13) et (3.14), on obtient LXY = [X, Y ].

2) On a :

d

dt
ϕ∗t (Y ) =

d

ds
ϕ∗t+s(Y )/s=0

=
d

ds
[dϕ−t−s ◦ Y ◦ ϕt+s]/s=0

=
d

ds
[dϕ−t ◦ dϕ−s ◦ Y ◦ ϕs ◦ ϕt]/s=0

= dϕ−t

( d

ds
[dϕ−s ◦ Y ◦ ϕs]/s=0

)
◦ ϕt

= dϕ−t

(
LXY

)
◦ ϕt

= ϕ∗t (LXY )

= ϕ∗t ([X, Y ])

Théorème 3.6.2. Soient f : Mm −→ Nn une application de classe C∞ et X,Y ∈ H(M). Si
X et Y sont f -équivalent, alors

f ◦ ϕXt = ϕYt ◦ f.

où ϕXt (resp. ϕYt ) désigne le groupe à un paramètre associé à X (resp. Y ). De plus si f
est un difféomorphisme alors

ϕ
f∗(Y )
t = f−1 ◦ ϕYt ◦ f.

Preuve Soit x ∈M , on a

d

dt
(f ◦ ϕXt (x))t=0 = dxf(Xx)

= Yf(x).

Ce qui montre que f ◦ ϕXt (x) et ϕYt (f(x)) sont deux courbes intégrale de Y passant par
f(x), en vertu de l’unicité de la solution de l’équation : Φ̇ = Y (Φ)

Φ(0, f(x)) = f(x)

en déduit que (f ◦ ϕXt )(x) = ϕYt (f(x)) = (ϕYt ◦ f)(x)).

Théorème 3.6.3. Si X, Y ∈ H(M) alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. LXY = [X, Y ] = 0.
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2. (ϕXt )∗(Y ) = Y .
3. ϕXt ◦ ϕYt = ϕYt ◦ ϕXt .

Preuve :

•(1 ⇒ 2) Si [X, Y ] = 0, du Théorème 3.6.1, on obtient

d

dt
(ϕXt )∗(Y ) = ϕXt )∗([X, Y ]) = 0.

d’où
ϕXt )∗(Y ) = ϕX0 )∗(Y ) = Id∗(Y ) = Y.

•(2 ⇒ 3) On a
ϕYt = ϕ

(ϕX
t )∗(Y ))

t = ϕX−t ◦ ϕYt ◦ ϕXt
d’après le Théorème 3.6.2, on obtient

ϕXt ◦ ϕYt = ϕYt ◦ ϕXt

•(3 ⇒ 1) On a

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

=
d

dt
[Y (f) ◦ ϕXt ]t=0 −

d

ds
[X(f) ◦ ϕYs ]s=0

=
∂2

∂t∂s
[f ◦ ϕYs ◦ ϕXt − f ◦ ϕXt ◦ ϕYs ]t,s=0

= 0.

Théorème 3.6.4. Soit M une variété de dimension m. Si X1, ..., Xm sont des champs de
vecteurs définis sur un ouvert V ⊂M tels que :

1. (∀x ∈ V ), (X1(x), ..., Xm(x))est base de TxM .
2. (∀i, j = 1, ..,m), [Xi, Xj] = 0.

Alors il existe une carte (U, xi)i ∈ atl(M) tel que (∀i = 1, ...,m), Xi = ∂i .

Preuve Soient x0 ∈M et ϕX1
t1 , ....., ϕ

Xm
tm des groupes à 1-paramèttre associés à X1, ..., Xm

respectivement au voisinage de (0, x0). Du Théorème 3.6.3 on déduit que ϕX1
t1 , ....., ϕ

Xm
tm com-

mute entre eux (i.e. ϕXi
ti ◦ ϕ

Xj

tj = ϕ
Xj

tj ◦ ϕ
Xi
ti , i, j = 1, ...,m). Si on note

f(t1, ...., tm) = ϕX1
t1 ◦ ..... ◦ ϕ

Xm
tm (x)
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alors
∂f

∂tk
(t1, ...., tm) =

∂

∂tk
[ϕX1
t1 ◦ ...ϕ

Xk
tk
◦ ... ◦ ϕXm

tm (x)]

=
∂

∂tk
ϕXk
tk
◦ [ϕX1

t1 ◦ ...ϕ
Xk−1

tk−1
◦ ϕXk+1

tk+1
◦ ... ◦ ϕXm

tm (x)]

= Xk[ϕ
Xk
tk
◦ ϕX1

t1 ◦ ...ϕ
Xk−1

tk−1
◦ ϕXk+1

tk+1
◦ ... ◦ ϕXm

tm (x)]

= Xk[ϕ
X1
t1 ◦ ... ◦ ϕ

Xk
tk
◦ ... ◦ ϕXm

tm (x)]

ce qui montre que f est une application de classe C∞ telle que

d0f(ek) =
∂f

∂tk
(0, ..., 0) = Xk(x)

comme (X1(x), ..., Xm(x)) est une base de TxM , on déduit que f est un difféomorphisme
locale au voisinage de 0 ∈ Rm. Il existent donc un ouvert W ⊂ V voisinage de x et I un
ouvert voisinage de 0 ∈ Rm tels que f−1 : W −→ I est un difféomorphisme, d’où (W, f−1) est
une carte de M telle que :

dtf(ek) =
∂f

∂tk
(t) = Xk(f(t))

df(t)f
−1(Xk(f(t))) = ek

ce qui prouve que Xk = ∂k (k = 1, ...,m) relativement à la carte (W, f−1).

3.7 Exercices

Exercice 3.7.1. Soient t0 ∈ R, x0 = (cos(t0), sin(t0)) ∈ S1 ⊂ R2 et

γ : R −→ S1

t 7−→ γ(t) = (cos(at+ t0), sin(at+ t0))

Calculer dγ
dt

(0). Déduire Tx0S
1.

Exercice 3.7.2. Sur la variété M = R2 on considère le champ de vecteurs X = ∂1 + 2∂2.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.

Exercice 3.7.3. Sur la variété M = R2 on considère le champ de vecteurs X = y∂1 + ∂2.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.
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Exercice 3.7.4. Sur la variété M = R3 on considère le champ de vecteurs X = y∂2 − 2∂3.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.

Exercice 3.7.5. Sur la variété M = R2 on considère le champ de vecteurs X = y∂1 + x∂2.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.

Exercice 3.7.6. Sur la variété M = R2 on considère le champ de vecteurs X = y∂1 − x∂2.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.

Exercice 3.7.7. Sur la variété M = S2 on considère le champ de vecteurs X = y∂1 − x∂2.
Déterminer le groupe à 1-paramèttre associé à X.

Exercice 3.7.8. Sur R3, on considère les champs de vecteurs

X = −y∂x + x∂y

Y = −z∂y + y∂z

1) Calculer Z = [X, Y ].

2) X, Y, Z? ∈ H(S2).

3.8 solutions

Solution 3.8.1. On a
dγ

dt
(0) = (−a sin(t0), a cos(t0)) ∈ Tx0S

1

Comme Tx0S
1 est un espace vectoriel de dimension 1 on déduit que

Tx0S
1 = {a

(
− sin(t0), cos(t0)

)
; a ∈ R}.

Solution 3.8.2. Le groupe à 1-paramèttre ϕt(x, y) = (x(t), y(t)) est solution du système :

d

dt
ϕt(x, y) = X(ϕt(x, y))

i.e : 
d
dt
x(t) = 1

d
dt
y(t) = 2
x(0) = x
y(0) = y
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Donc
ϕt(x, y) = (x(t), y(t)) = (t+ x, 2t+ y).

Solution 3.8.3. La solution du système :


d
dt
x(t) = y(t)
d
dt
y(t) = 1
x(0) = x
y(0) = y

est donnée par :

ϕt(x, y) = (x(t), y(t)) = (
1

2
t2 + ty + x, t+ y).

Solution 3.8.4. la solution du système :



d
dt
x(t) = 0

d
dt
y(t) = y(t)
d
dt
z(t) = −2
x(0) = x
y(0) = y
z(0) = z

est donnée par :

ϕt(x, y) = (x(t), y(t)) = (x, yet,−2t+ z).

Solution 3.8.5. Le système :


d
dt
x(t) = y(t)

d
dt
y(t) = x(t)
x(0) = x
y(0) = y

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



3.8 solutions 74

s’écrit 
d
dt

(
x(t)
y(t)

)
= A

(
x(t)
y(t)

)
x(0) = x
y(0) = y

avec
A =

(
0 1
1 0

)
Comme A2 = Id on déduit

ϕt(x, y) = eA.t
(
x
y

)
=

∑
k=0

1

k!
tkAk

(
x
y

)
= (a(t)x+ b(t)y, b(t)x+ a(t)y)

où a(t) =
∑

p=0
1

2p!
t2p et b(t) =

∑
p=0

1
(2p+1)!

t(2p+1) .

Solution 3.8.6. Le système :


d
dt
x(t) = y(t)

d
dt
y(t) = −x(t)
x(0) = x
y(0) = y

s’écrit 
d
dt

(
x(t)
y(t)

)
= A

(
x(t)
y(t)

)
x(0) = x
y(0) = y

avec
A =

(
0 1
−1 0

)
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Comme A2 = −Id, A3 = −A on obtient

ϕt(x, y) = eA.t
(
x
y

)
=

∑
n

tn

n!
An

(
x
y

)
=

∑
p

(−1)p
t2p

(2p)!

(
x
y

)
+

∑
p

(−1)p
t2p+1

(2p+ 1)!
A

(
x
y

)
= cos(t)

(
x
y

)
+ sin(t)

(
y
−x

)
= (x cos(t) + y sin(t), y cos(t)− x sin(t)).

Solution 3.8.7. Sur R3 le système 

d
dt
x(t) = y(t)

d
dt
y(t) = −x(t)
d
dt
z(t) = 0
x(0) = x
y(0) = y
z(0) = z

admet pour solution (voir exercice précédent)

ϕt(x, y, z) = (x cos(t) + y sin(t), y cos(t)− x sin(t), z)

De plus, on remarque que si (x, y, z) ∈ S2 alors pour tout t ∈ R on a ϕt(x, y, z) ∈ S2

i.e.
(
x cos(t) + y sin(t)

)2
+

(
y cos(t)− x sin(t)

)2
+ z2 = x2 + y2 + z2 = 1

Solution 3.8.8. :

1) Z = X ◦ Y − Y ◦X = −z∂x + x∂z.

2) X, Y, Z ∈ H(S2) puisque < X,N >=< Y,N >=< Z,N >= 0, où N = x∂x+ y∂z + z∂z
désigne le champ normal à la sphère S2 .
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Chapitre 4

Espace Cotangent à une Variété.

4.1 Espace Cotangent

Notations et propriétés :

Soient M une variété de dimension m et x ∈M , on note

T ∗xM = (TxM)∗ (4.1)

espace dual de l’espace vectoriel tangent TxM .

T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM (4.2)

dual de l’espace tangent TM .

Si U est un ouvert de M , on note

T ∗U =
⋃
x∈U

T ∗xM (4.3)

dual de l’espace tangent TU .

Soient (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte de M et (∂1, ...., ∂m) la base locale de champs de vecteurs
associée. On note par (dx1, ...., dxn) la base locale de formes linéaires définies par

dxi : U −→ T ∗U

x 7−→ dxi/x = (∂i/x)
∗

dxi/x(∂j/x) = δij, (1 ≤ i, j ≤ m)
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Si (V, ψ) ∈ atl(M) et (∂1, ...., ∂m) la base locale de champs de vecteurs associée, alors

∂j = aij∂i = (
∂ϕi ◦ ψ−1

∂xj
◦ ψ) ∂i (4.4)

aij(x) =
∂ϕi ◦ ψ−1

∂xj
(ψ(x))

∂j = aij∂i = (
∂ψi ◦ ϕ−1

∂xj
◦ ϕ) ∂i

(aij)ij = t[(aij)ij]
−1

dxi/x = dxi/x(∂i/x)d x
i
/x = aij(x)d x

j
/x

d x i/x = a ij(x)dx
j
/x (4.5)

Soit

ϕx : T ∗xM −→ Rm

ω 7−→ (ω(∂1), ..., ω(∂m))

un isomorphisme linéaire tel que

(ϕx)
−1 : Rm −→ T ∗xM

(y1, ..., ym) 7−→ yidx
i
/x

Si on note

π : T ∗M −→ M

ω 7−→ π(ω), ω ∈ Tπ(ω)M

ϕ : π−1(U) −→ U × Rm

ω 7−→ (π(ω), ϕπ(ω)(ω))

alors U = {(π−1(U), ϕ), (U,ϕ) ∈ atl(M)} est un atlas de T ∗M , en effet si (V, ψ) ∈
atlas(M), on a

ϕx ◦ (ψ/x)
−1(y) = ϕx(yid x

i
/x)

ϕx(yia
i
j(x)dx

j
/x)

= t(a ij(x)).y

= t
(∂ψi ◦ ϕ

∂xj
(x)

)
.y

ϕ ◦ ψ−1
(x, y) = (x,t

(∂ψi ◦ ϕ
∂xj

(x)
)
.y)

d’où ϕ ◦ ψ−1
: (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm est une application de classe C∞.
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Définition 4.1.1. La variété (T ∗M,U) est dite espace cotangent à la variété M .

T ∗M est une variété de dimension 2m.

4.2 Forme différentielle

Définition 4.2.1. Une forme différentielle sur la variété Mm est une section

ω : M −→ T ∗M

x 7−→ ωx ∈ T ∗xM

de classe C∞ qui fait commuter le diagramme suivant :

ω : M −→ T ∗M

Id↘ ↙ π

M

L’ensemble des formes différentielle est noté H∗(M) ou Γ(T ∗M).

Remarques 4.2.1. Soit (U,ϕ) ∈ atl(M), on a :

1) dx1, ..., dxm ∈ H∗(U).

2) Si ω ∈ H∗(M) alors relativement à la carte (π−1(U), ϕ) on a

ω(x) = ωi(x)dx
i

ϕx(ωx) = (ω1(x), ..., ωm(x)

on déduit que ω est différentiable de classe C∞ si et seulement si ωi, (1 ≤ i ≤ m) sont des
fonctions de classe C∞.

Proposition 4.2.1. Soit ω ∈ H∗(M) une forme différentielle. Alors

Aω : H(M) −→ C∞(M)

X 7−→ 7−→ ω(X)
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définie par

Aω(X) = M −→ R
x 7−→ 7−→ ω(X)(x) = ωx(Xx)

est un opérateur C∞(M)-linéaire.

Preuve :

1) Si ω = ωidx
i et X = Xj∂j relativement à une carte (U,ϕ) alors ω(X) = X iωi ∈ C∞(U),

ce prouve que A est une application bien définie.

2) Soient f ∈ C∞(M) et X, Y ∈ H(M), pour toutnx ∈M on a

Aω(fX + Y )x = ωx(f(x)Xx + Yx) = f(x)ωx(Xx) + ωx(Yx),

d’où
Aω(fX + Y ) = ω(fX + Y ) = fω(X) + ω(Y ) = fAω(X) + Aω(Y ).

Proposition 4.2.2. Soit A : H(M) −→ C∞(M) une application C∞(M)-linéaire, alors il
existe une forme différentielle unique ω ∈ H∗(M) telle que A = Aω.

Lemme 4.2.1. Soient X ∈ H(M) et U un ouvert de M . Si X/U = 0 alors A(X)/U = 0.

Preuve Soit x ∈ U , il existe θ ⊂ U un voisinage ouvert de x et λ ∈ C∞(M) tels que
supp(λ) ⊂ U
λ/θ = 1
λ(x) = 1
λ/Uc = 0

(voir Proposition 2.4.2), comme λX = 0 alors

A(λX)(x) = 0 = λ(x)A(X)(x)

d’où A(X)(x) = 0 et ce ci pour tout x ∈ U , donc A/U = 0.

Du Lemme 4.2.1 on obtient :

Lemme 4.2.2. Soient X, Y ∈ H(M). On a

(X/U = Y/U) =⇒ (A(X)/U = A(Y )/U).
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Lemme 4.2.3. Soient X, Y ∈ H(M) et x ∈M . Si Xx = Yx alors A(X)(x) = A(Y )(x).

Preuve Soit (U,ϕ) ∈ atl(M). De la Proposition 2.4.2 on déduit l’existence d’un ouvert
θ voisinage de x et λ ∈ C∞(M) tels que :

x ∈ θ ⊂ U
λ/θ = 1
λ/UC = 0


Relativement à la carte (U,ϕ), si X = X i∂i et Y = Y i∂i alors

X/θ = (λX)/θ = (λX i)/θ(λ∂i)/θ

Y/θ = (λY )/θ = (λY i)/θ(λ∂i)/θ

du Lemme 4.2.2 on obtient

A(X)/θ = A(λX)/θ = (λX i)/θA(λ∂i)/θ

A(Y )/θ = A(λY )/θ = (λY i)/θA(λ∂i)/θ

d’où

A(X)(x) = (λX i)(x)A(λ∂i)(x)

= X i(x)A(λ∂i)(x)

= Y i(x)A(λ∂i)(x)

= (λY i)(x)A(λ∂i)(x)

= A(Y )(x)

Preuve [de la Proposition 4.2.1]
Du Lemme 4.2.3 on déduit que A induit sur tout ouvert U ⊂M une application C∞(U)-

linéaire

A : H(U) → C∞(U)

Y 7→ A(Y )

définie par
(x ∈ U) : A(Y )(x) = A(Ỹ )(x)

où Ỹ ∈ H(M) tel que Ỹx = Yx.

Si X = X i∂i relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M) alors A(X) = X iA(∂i). Localement
on définit une forme linéaire ω ∈ H∗(U) d’une manière unique par la formule

ω = A(∂i)dx
i (4.6)
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et on a

A(X) == X iA(∂i) = A(∂i)dx
i(X) = ω(X)

La formule (4.6) est indépendante de la carte choisie, en effet si (V, ψ) ∈ atl(M) alors des
formules (4.4) et (4.5) on a

∂j = aij∂i = (
∂ϕi ◦ ψ−1

∂xj
◦ ψ) ∂i

d x i = a ijdx
j = (

∂ψi ◦ ϕ−1

∂xj
◦ ψ) dxj

d’où

A(∂i)dx
i(X) = A(asi∂s)a

i
jdx

j

= asia
i
jA(∂s)dx

j

= δsjA(∂s)dx
j

= A(∂j)dx
j

Ce qui montre que la formule (4.6) définit globalement une forme linéaire unique ω ∈
H∗(M).

Remarque 4.2.1. La Proposition 4.2.1 nous permet d’identifier une forme linéaire ω ∈
H∗(M) à l’opérateur Aω.

4.3 Image inverse

Définition 4.3.1. Soient Mm, Nn deux variétés et f : M −→ N une application de classe
C∞. L’application

f ∗ : H(N) −→ H(M)

ω 7−→ f ∗ω = ω ◦ df

est dite image inverse de f . f ∗ω est appelé transposée (pull-back) de la forme ω par f .

Si X ∈ H(M) et x ∈M alors

(f ∗ω)(X)x = ωf(x) ◦ dxf(Xx).
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Définition 4.3.2. Soient Mm, Nn deux variétés et f : M −→ N un difféomorphisme de
classe C∞. L’application

f∗ : H(M) −→ H(N)

ω 7−→ f∗ω = (f−1)∗ω = ω ◦ df−1

est dite image directe. Si Y ∈ H(N) et y ∈ N alors

(f∗ω)(Y )y = ωf−1(y) ◦ dyf−1(Yy).

Proposition 4.3.1. Soit f : Mm −→ Nn un difféomorphisme de classe C∞. Si X ∈ H(M)
et ω ∈ H∗(M) alors

(f∗ω)(f∗(X)) = ω(X) ◦ f−1

i.e.
(y ∈ N), (f∗ω)(f∗(X))y = ωf−1(y)(Xf−1(y)).

Preuve

(f∗ω)(f∗(X))(y) = ωf−1(y) ◦ dyf−1(df−1(y)f(Xf−1(y))

= ωf−1(y)(Xf−1(y)).

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



83

Chapitre 5

ProduitTensoriel

5.1 Complément algébrique

Théorème 5.1.1 (Factorisation). Soient E, F , G des espaces vectoriels sur R et g : E −→ F
une application linéaire surjective. Si f : E −→ G est une application linéaire, alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) Ker(g) ⊂ Ker(f).
2) il existe une unique application h : F −→ G tel que f = h ◦ g.

Preuve :
• (2 =⇒ 1)

On a x ∈ ker(g) ⇒ f(x) = h(g(x)) = 0 d’où Ker(g) ⊂ Ker(f).

g

E −→ F

f ↘ ↙ h

G

• (1 =⇒ 2)
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En vertu de la surjection de g, on pose

h : F −→ G

y 7−→ h(y) = f(x) (où y = g(x))

Si x, x′ ∈ E tel que y = g(x) = g(x′) alors x− x′ ∈ ker(g) ⊂ ker(f), d’où f(x) = f(x′) ce qui
montre que h est une application linéaire bien définie telle que f = h ◦ g. De la surjection de
g on déduit que h est unique.

Définition 5.1.1. Soient E1, ...., En des espaces vectoriels sur R. Un produit tensoriel est un
couple (E,α) où E est un espace vectoriel sur R et α : E1× ....×En −→ E est une application
n-linéaire, telle que pour toute application n-linéaire β : E1× ....×En −→ F il y a une unique
application f : E −→ F qui fait commuter le diagramme suivant :

E1× .... ×En
α↙ ↘ β (5.1)
E −→ F

f

i.e. f ◦ α = β.

Le diagramme 5.1 est appelé deuxième propriété de factorisation unique noté PFU .

Notations 5.1.1. :

1) L’esapce vectoriel E est noté E = E1 ⊗ ....⊗ En.

2) Si (v1, ...., vn) ∈ E1 × ....× En on note α((v1, ...., vn)) = v1 ⊗ ....⊗ vn.

Théorème 5.1.2. Le produit tensoriel existe et est unique dans le sens si (E ′, α′) est un
produit tensoriel, alors il existe un unique isomorphisme g : E −→ E ′ tel que le diagramme
suivant est commutatif

E1× .... ×En
α↙ ↘ α′

E −→ E ′

g

Preuve :

• Unicité :
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D’après la Définition 5.1.1, il existe une unique application linéaire g : E −→ E ′ (resp
g′ : E ′ −→ E) qui fait commuter le diagramme suivant

E1× .... ×En
α↙ ↓ ↘ α′

E −→ E ′ −→ E

g g′

d’où g ◦ g′ = Id, donc g est un isomorphisme linéaire.

• Existence :

Soient I un ensemble et

F(I) = {h : I −→ R, h est nulle sauf sur un nombre fini}

on a (F(I),+, .,×) est un R-module unitaire. Si i ∈ I on pose :

< i >: I −→ R

j 7−→ < i > (j) = δji =

{
1 si j = i
0 si j 6= i

On remarque que si h ∈ F(I) alors il existent j1, ...., jm tels que

h =
m∑
k=1

h(jk) < jk >

on déduit que B = {< i >, i ∈ I} est une base de l’espace vectoriel (F(I),+, .).

Soient I = E1 × .... × Em et N (I) le sous espace vectoriel de F(I) engendré par les
élèments de la forme

< v1, ...., avi + bv′i, ...vm > −a < v1, ...., vi, ...vm > −b < v1, ...., v
′
i, ...vm > (5.2)

où a, b ∈ R, (v1, ...., vi, ...vm), (v1, ...., v
′
i, ...vm) ∈ I (1 ≤ i ≤ m). On désigne par :

• Ẽ = F(I)/N (I) l’espace vectoriel quotient,

• P la surjection canonique déinie par

P : F(I) −→ Ẽ

h 7−→ < h >
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P est est une application linéaire surjective.

• L’application ψ définie par

Ψ : E1 × ....× Em −→ F(I)

(v1, ...., vm) 7−→ < v1, ...., vm >

Ψ n’est ni linéaire ni multilinéaire.

• L’application α̃ définie par

α̃ : E1 × ....× Em −→ Ẽ

(v1, ...., vm) 7−→ α̃(v1, ...., vm) = [Ψ((v1, ...., vm))]

= [< v1, ...., vm >]

= P (< v1, ...., vm >)

où [< v1, ...., vm >] désigne la classe d’équivalence de < v1, ...., vm >.

De l’equation 5.2 on déduit que

[< 0 >] = [< v1, .., avi + bv′i, ..vm > −a < v1, .., vi, ..vm > −b < v1, .., v
′
i, ..vm >]

= [< v1, .., avi + bv′i, ..vm >]− a[< v1, .., vi, ..vm >]− b[< v1, .., v
′
i, ..vm >]

= α̃(v1, .., avi + bv′i, ..vm)− aα̃(v1, .., vi, ..vm)− bα̃(v1, .., v
′
i, ..vm)

d’où

α̃(v1, .., avi + bv′i, ..vm) = aα̃(v1, .., vi, ..vm) + bα̃(v1, .., v
′
i, ..vm).

Donc α̃ est une application m-linéaire qui fait commuter le diagramme suivant

E1 ×....× Em

Ψ ↙ ↘ α̃ (5.3)
F(I) −→ Ẽ

P

Soit (F, t) est un couple tel que F est un espace vectoriel sur R et t : E1× ....×Em −→ F
une application m-linéaire. On défini sur F(I) une application linéaire f : F(I) −→ F telle
que sa valeur sur la base B est donnée la formule :

f(< v1, ...., vm >) = t(v1, ...., vm)
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si

h =

p∑
k=1

ak < vk1 , ...., v
k
m >∈ F(I)

alors

f(h) =

p∑
k=1

akt(v
k
1 , ...., v

k
m)

tel que le diagramme suivant est commutatif

E1 ×....× Em

Ψ ↙ ↘ t (5.4)
F(I) −→ F

f

On a

f (< v1, .., avi + bv′i, ..vm > −a < v1, .., vi, ..vm > −b < v1, .., v
′
i, ..vm >)

= f(< v1, .., avi + bv′i, ..vm >)− af(< v1, .., vi, ..vm >)− bf(< v1, .., v
′
i, ..vm >)

= t(v1, .., avi + bv′i, ..vm)− at(v1, .., vi, ..vm)− bt(< v1, .., v
′
i, ..vm)

= 0

On déduit que ker(P ) = N ⊂ ker(f). Du théorème de factorisation (Théorème 5.1.1), on
déduit l’existence d’une unique application linéaire g̃ : Ẽ −→ F telle que f = g̃ ◦ P

F(I)

P ↙ ↘ f (5.5)
Ẽ −→ F

g̃

De la commutativité des diagramme (5.3), (5.4) et (5.5) on obtient la commutativité du
diagramme globale suivant :

E1 × ....× Em

↓ Ψ

α̃↙ F(I) ↘ t (5.6)
P ↙ ↘ f

Ẽ −→ F

g̃

i.e. t = f ◦Ψ = g̃ ◦ P ◦Ψ = g̃ ◦ α̃.
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E1 ×....× Em

α̃↙ ↘ t (5.7)
Ẽ −→ F

g̃

Si on note par E = < α̃(E1 × .... × Em) > le sous-espace vectoriel engendré par
α̃(E1 × ....× Em), α = α̃ : E1 × ....× Em −→ E et g = g̃/E : E −→ F la restriction de g̃ à
E, alors

E1 ×....× Em

α↙ ↘ t (5.8)
E −→ F

g

est un diagramme commutatif.

De la propriété PFU (5.1) on déduit le théorème suivant

Théorème 5.1.3. Soient E1, ...., Em, F1, ...., Fm des espaces vectoriels sur R et α1 : E1 −→
F1, ....,αm : Em −→ Fm des applications linéaires, alors il existe une unique application
linéaire

α1 ⊗ .....⊗ αm : E1 ⊗ ....⊗ Em :−→ F1 ⊗ ....⊗ Fm

qui fait commuter le diagramme suivant :

α1 ×.....× αm

E1 × ....× Em : −→ F1 × ....× Fm

α ↓ ↓ α′

E1 ⊗ ....⊗ Em : −→ F1 ⊗ ....⊗ Fm

α1 ⊗.....⊗ αm

où

α1 × .....× αm : E1 × ....× Em : −→ F1 × ....× Fm

(v1, ..., vm) 7−→ (α1(v1), ...., αm(vm))

est une application linéaire.
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Remarque 5.1.1. Si les applications α1, ...., αm sont des isomorphismes, alors α1⊗ .....⊗αm
est un isomorphisme linéaire.

De la Définition 5.1.1, on obtient :

Théorème 5.1.4. Si (e11, ...., e
1
n1

), ...., (em1 , ...., e
1
nm

) est une base de E1, ...., Em respectivement
alors

{e1i1 ⊗ ....⊗ emim}ii,...,im
est une base E1 ⊗ ....⊗ Em.

Théorème 5.1.5. Si E1, ...., Em sont des espaces vevtoriels de dimensions finies, alors E∗
1 ⊗

....⊗E∗
m est un espace vectoriel isomorphe à L(E1, ...., Em) espace des applications m-linéaires

de E1 × ...× Em sur R.

Preuve Si on pose

t : E∗
1 × ....× E∗

m −→ L(E1, ...., Em)

(h1, ..., hm) 7−→ h1...hm

où

h1...hm : E1 × ....× Em −→ R
(v1, ..., vm) 7−→ h1(v1)...hm(vm)

alors t est une application m-linéaire. De la propriété PFU (5.1), on déduit l’existence d’une
unique application linéaire g : E∗

1 ⊗ .... ⊗ E∗
m −→ L(E1, ...., Em) qui fait commuter le dia-

gramme suivant

E∗
1 ×....× E∗

m

α↙ ↘ t

E∗
1 ⊗ ....⊗ E∗

m −→ L(E1, ...., Em)

g

Par construction g est une application surjective. Si

η =
∑

λi1,...,ime
∗
i1
⊗ ...⊗ e∗im ∈ E

∗
1 × ....× E∗

m

tel que g(η) = 0 alors ∑
λi1,...,ime

∗
i1
...e∗im = 0

d’où
λi1,...,im = 0, (∀i1, ..., im

ce qui montre que g est injective, donc un isomorphisme linéaire.
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Conséquences 5.1.1. Soient E1, ...., Em des espaces vectoriels de dimensions finis n1, ..., nm
et de base (e11, ..., e

1
n1

), ....., (em1 , ..., e
m
nm

) respectivement, alors

1) dim(E∗
1 ⊗ ....⊗ E∗

m) = dim(L(E1, ...., Em)) = n1 × ....× nm.

2) Si αk : Eik −→ E∗
ik

désigne l’isomorphisme canonique (1 ≤ k ≤ m), alors le diagramme
suivant est commutatif :

α1 × ...× αm

E1 × ....× Em −→ E∗
1 × ....× E∗

m

α ↓ ↓ t
E1 ⊗ ....⊗ Em −→ E∗

1 ⊗ ....⊗ E∗
m

α1 ⊗ ...⊗ αm

tel que α1 ⊗ ...⊗ αm est un isomorphisme linéaire.

3) dim(E1 ⊗ ....⊗ Em) = dim(E∗
1 ⊗ ....⊗ E∗

m) = n1 × ....× nm.

4) B∗ = {(e1i1)
∗⊗ ...⊗ (emim)∗, 1 ≤ i1 ≤ n1, ..., 1 ≤ im ≤ nm} est une base de E∗

1 ⊗ ....⊗E∗
m.

5) B = {e1i1 ⊗ ...⊗ emim , 1 ≤ i1 ≤ n1, ..., 1 ≤ im ≤ nm} est une base de E1 ⊗ ....⊗ Em.

6) (λ1v1)⊗ .....⊗ (λmvm) = (λ1....vλm)v1 ⊗ .....⊗ vm.

7) v1 ⊗ ...⊗ (vi + v′i)⊗ ...⊗ vm = v1 ⊗ ...⊗ vi ⊗ ...⊗ vm + v1 ⊗ ...⊗ v′i ⊗ ...⊗ vm.

8) Si (h1, ..., hm) ∈ E∗
1 × .... × E∗

m alors h1 ⊗ ... ⊗ hm est identifier à l’application
m-linéaire

h1 ⊗ ...⊗ hm : E1 × ....× Em −→ R
(v1, ..., vm) 7−→ h1(v1)...hm(vm)

Définition 5.1.2. Soient E un espace vectoriel de dimension n et p, q ∈ N. Le produit
tensoriel

T qp (E) = E ⊗ ....⊗ E︸ ︷︷ ︸ ⊗ E∗ ⊗ ....⊗ E∗︸ ︷︷ ︸
p− fois q − fois

est dit produit tensoriel d’ordre (p, q). On a :

T 0
0 = R, T 0

1 = E, T 1
0 = E∗, T 1

1 = E ⊗ E∗
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Si (e1, ...., en) est une base de E, on défini une application bilinéaire

Φ : T qp (E)× T q
′

p′ (E) −→ T q+q
′

p+p′ (E)

par

Φ (ei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ e∗j1 ⊗ ...⊗ e∗jq , ek1 ⊗ ...⊗ ekp′
⊗ e∗s1 ⊗ ...⊗ e∗sq′

) =

ei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ ek1 ⊗ ...⊗ ekp′
⊗ e∗j1 ⊗ ...⊗ e∗jq ⊗ e∗s1 ⊗ ...⊗ e∗sq′

On note

q∏
p

(E) = E × ....× E︸ ︷︷ ︸ × E∗ × ....× E∗︸ ︷︷ ︸
p− fois q − fois

Si

α :

q∏
p

(E) → T qp (E) (resp α :

q′∏
p′

(E) → T q
′

p′ (E))

est une application (p+ q)-linéaire (resp. (p′ + q′)-linéaire) telle que la propriété PFU alors

Φ ◦ (α, α) :

q+q′∏
p+p′

(E) → T q+q
′

p+p′ (E)

est une application (p+ p′ + q + q′)-linéaire telle que la propriété (PFU), où

(α, α) :

q+q′∏
p+p′

(E) → T qp (E)× T q
′

p′ (E)

(v1, .., vp, w1, .., wp′ , h1, .., hq, h
′
1, .., h

′
q′) 7→ (v1 ⊗ ..vp ⊗ h1..⊗ hq, w1 ⊗ ..wp′ ⊗ h′1..⊗ h′q′)

Ce qui nous permet d’identifier T qp (E)⊗ T q
′

p′ (E) à T q+q
′

p+p′ (E).

Remarques 5.1.1. Soit (e1, ...., en) une base de E.

1) Si t ∈ T qp alors l’expression de t est donnée par :

t = t
i1,...,ip
j1...jq

ei1 ⊗ ....⊗ eip ⊗ ej1 ...⊗ ejq
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où ejk = (ejk)
∗, (1 ≤ k ≤ q).

2) Si (e1, ...., en) est une autre base de E tel que ei = Ajiej alors

t = t
s1,...,sp

l1...lq
Ai1s1 ...A

ip
sp
Bl1
j1
...B

lq
jq
ei1 ⊗ ....⊗ eip ⊗ ej1 ...⊗ ejq

où (Bi
j)i,j est la matrice inverse de (Aij)i,j.

Proposition 5.1.1. Il existe une unique application Cs
r : T qp −→ T q−1

p−1 vérifiant

Cs
r (v1⊗ ..vr ⊗ ..vp⊗ω1..ωs..⊗ωq) = ωs(vr)v1⊗ ..vr−1⊗ vr+1⊗ ..vp⊗ω1⊗ ..ωs−1⊗ωs+1⊗ ..ωq

(1 ≤ s ≤ q) et (1 ≤ r ≤ p).

Preuve Soit

Λs
r :

q∏
p

(E) → T q−1
p−1 (E)

(v1, ...vp, ω
1...ωq) 7→ ωs(vr)v1 ⊗ ..vr−1 ⊗ vr+1 ⊗ ..vp ⊗ ω1 ⊗ ..ωs−1 ⊗ ωs+1 ⊗ ..ωq

Λs
r est une application (p + q)-linéaire, en vertu de la propriété PFU , on déduit l’existence

d’une unique application linéaire Cs
r : T qp −→ T q−1

p−1 qui fait commuter le diagramme suivant

∏q
p(E)

α↙ ↘ Λs
r

T qp (E) −→ T q−1
p−1 (E)

Cs
r

Définition 5.1.3. [Contraction] L’ application linéaire Cs
r : T qp −→ T q−1

p−1 est dite contraction.

Propriétés 5.1.1. :

1) Cs
r (v1⊗..vr⊗..vp⊗ω1..ωs..⊗ωq) = ωs(vr)v1⊗..vr−1⊗vr+1⊗..vp⊗ω1⊗..ωs−1⊗ωs+1⊗..ωq.

2) Si t = t
i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ....⊗ eip ⊗ ej1 ...⊗ ejq , alors

Cs
r (t) = ejs(eir )t

i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ ..êir ..⊗ eip ⊗ ej1 ..êjs ..⊗ ejq

= t
i1,..ir−1 k ir+1..,ip
j1..js−1 k js+1..jq

ei1 ⊗ ..êir ..⊗ eip ⊗ ej1 ..êjs ..⊗ ejq
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3) C1
1 : v ⊗ ω ∈ T 1

1 −→ C1
1 : (v ⊗ ω) = ω(v) ∈ R .

4) C1
1 : v ⊗ ω ∈ T 2

1 −→ C1
1(v1 ⊗ v2 ⊗ ω) = ω(v1)v ∈ E.

Théorème 5.1.6. Soit E un espace vevtoriel de dimension finie n, On a

1) T q0 est isomrphe à Lq(E) espace vectoriel des applications q-linéaires de
∏

q(E) sur R.

2 T q1 est isomrphe à Lq(E,E) espace vectoriel des applications q-linéaires de
∏

q(E) sur E.

Preuve Du Théorème 5.1.5, on obtient (1).

Soit U l’application (q + 1)-linéaire

U :

q∏
1

(E) −→ Lq(E,E)

(v, ω1, ...., ωq) 7−→ ω1....ωq.v

où

ω1....ωq.v :
∏
q

(E) −→ E

(v1, ...., vq 7−→ ω1(v1)....ω
q(vq).v

De la propriété PFU on déduit l’existentce d’une unique application linéaire g qui fait com-
muter le diagramme suivant

∏q
1(E)

α↙ ↘ U
T q1 (E) 7−→ Lq(E,E)

g

par construction g est une application linéaire surjective, comme

dim(T q1 (E)) = dim(Lq(E,E)) = nq+1

on déduit que g est un isomorphisme linéaire.
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5.2 Champ de tenseurs

Soit Mm une variété de dimension m. On note

(T qpM)x = T qp (TxM)

T qpM =
⋃
x∈M

T qp (TxM)

πqp : T qpM −→ M

t 7−→ πqp(t) = x, t ∈ T qp (TxM).

Définition 5.2.1. T qpM est dit espace des tenseurs de type (p, q).

Un élément t ∈ T qpM est dit de tenseur de type (p, q).

Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte sur M . Si (∂1, ..., ∂m) (resp. (dx1, ..., dxm)) désigne la base
locale de H(M) (resp. H∗(M)) alors le tenseur t ∈ T qpM est donné par la formule

t = t
i1...ip
j1...jq

∂i1/x ⊗ ...⊗ ∂ip/x ⊗ dxi1/x ⊗ ...⊗ dx
iq
/x (5.9)

Si (V, ψ) ∈ atl(M) alors des formules (4.4) et (4.5) on a

∂j = aij∂i = (
∂ϕi ◦ ψ−1

∂xj
◦ ψ) ∂i

d x i = a ijdx
j = (

∂ψi ◦ ϕ−1

∂xj
◦ ϕ) dxj

t = t
i1...ip
j1...jq

∂i1/x ⊗ ...⊗ ∂ip/x ⊗ d x i1/x ⊗ ...⊗ d x
iq
/x

= t
i1...ip
j1...jq

as1i1 (x)...a
sp

ip
(x).aj1r1(x)...a

jq
rq (x)∂s1/x ⊗ ...⊗ ∂sp/x ⊗ dxr1/x ⊗ ...⊗ dx

rq
/x

d’où
ts1...sp
r1...rq

= t
i1...ip
j1...jq

as1i1 (x)...a
sp

ip
(x).aj1r1(x)...a

jq
rq (x) (5.10)

Définition 5.2.2. Une section sur T qpM est une application

σ : M −→ T qpM

x 7−→ σx ∈ T qp (TxM)
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telle que πqp ◦ σ = IdM i.e. le diagramme suivant est commutatif :

σ : M −→ T qpM

IdM ↘ ↙ πqp
M

Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M), une section σ s’crit :

σ(x) = σ
i1...ip
j1...jq

(x)∂i1/x ⊗ ...⊗ ∂ip/x ⊗ dxi1/x ⊗ ...⊗ dx
iq
/x (5.11)

Définition 5.2.3. Une section σ : M −→ T qpM est dite de classe C∞ si pour toute carte
(U,ϕ) ∈ atl(M), les composantes σi1...ipj1...jq

sont des fonctions de classe C∞.

Définition 5.2.4. Un champ de tenseurs de type (p, q) est ne section σ : M −→ T qpM de
classe C∞.

L’ensemble des champs de tenseurs de type (p, q) est noté T q
p (M).

Propriétés 5.2.1. Soient t, t1, t2 ∈ T q
p (M), t ∈ T q′

p′ (M) et f ∈ C∞(M). On a :

1. (t1 + t2)(x) = t1(x) + t2(x), (t1 + t2) ∈ T q
p (M)

2. (ft1)(x) = f(x)t1(x), (ft1) ∈ T q
p (M)

3. (t1 ⊗ t)(x) = t1(x)⊗ t(x), (t1 ⊗ t) ∈ T q+q′

p+p′ (M).
4. Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte sur M . Si (∂1, ..., ∂m) (resp. (dx1, ..., dxm)) désigne la

base locale de H(M) (resp. H∗(M)) alors {∂i1 ⊗ ...⊗ ∂ip ⊗ dxi1 ⊗ ...⊗ dxiq} est une base
locale de T q

p (M) (i.e. base de T q
p (U)).

5. Si

t = t
i1...ip
j1...jq

(x)∂i1/x ⊗ ...⊗ ∂ip/x ⊗ dxi1/x ⊗ ...⊗ dx
iq
/x

t = t
s1...sp′
r1...rq′

(x)∂s1/x ⊗ ...⊗ ∂sp′/x
⊗ dxr1/x ⊗ ...⊗ dx

rq′

/x

relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M), alors

t⊗ t = t
i1...ip
j1...jq

t
s1...sp′
r1...rq′

∂i1 ⊗ ...∂ip ⊗ ∂s1 ⊗ ...∂sp′
⊗ dxi1 ⊗ ...dxiq ⊗ dxr1 ⊗ ...⊗ dxrq′ .

6. T 0
0 (M) = C∞(M).

7. T 0
1 (M) = H(M).

8. T 1
0 (M) = H∗(M).

9. T 1
1 (M) s’identifie à l’espace des applications C∞(M)-linéaire de H(M) dans H(M).

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



5.3 Contraction de Champ de tenseurs 96

10. T q
0 (M) s’identifie l’espace des applications C∞(M)− q-linéaire de H(M) dans C∞(M).

11. T q
1 (M) s’identifie l’espace des applications C∞(M)− q-linéaire de H(M) dans H(M).

12. T 2
0 (M) s’identifie l’espace des applications C∞(M)-bilinéaire de H(M) dans C∞(M).

5.3 Contraction de Champ de tenseurs

De la Propsition 5.1.1, on obtient

Proposition 5.3.1. Il existe une unique application C∞(M)-linéaire Cs
r : T q

p (M) −→ T q−1
p−1 (M)

vérifiant

Cs
r (X1⊗..Xr⊗..Xp⊗ω1..ωs..⊗ωq) = ωs(Xr)X1⊗..Xr−1⊗Xr+1⊗..Xp⊗ω1⊗..ωs−1⊗ωs+1⊗..ωq

pour tout X1, .., Xp ∈ H(M) et ω1, .., ωq ∈ H∗(M), (1 ≤ s ≤ q) et (1 ≤ r ≤ p).

Définition 5.3.1. [Contraction] L’ application C∞(M)-linéaire Cs
r : T q

p (M) −→ T q−1
p−1 (M)

est dite contraction de champs de tenseurs.
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Chapitre 6

Connexion linéaire

6.1 Dérivée covariante de fonction

Soient f : Rn −→ R une fonction différentiable et u = (u1, ..., un) ∈ Rn. soit la fonction

g : R −→ R
t 7−→ g(t) = f(tu+ y), (y ∈ Rn)

La dérivée de g en t0 est dite dérivée de la fonction f suivant la direction du vecteur u,
elle est dite aussi dérivée covariante de f par rapport à u en y, on a

g′(0) =
df(tu+ y)

dt
|t=0

=
∂f

∂xi
(y).ui

= dyf(u).

On note alors

(∇uf)(y) =
∂f

∂xi
(y).ui (6.1)

On remarque que si f est une application de classe Ck alors ∇uf est une application de
classe Ck−1.
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Définition 6.1.1. Soit u = (u1, ..., un) ∈ Rn. La dérivée covariante sur C∞(Rn) par rapport
à u est définie par

∇u : C∞(Rn) −→ C∞(Rn)

f 7−→ ∇uf

De même on définit la dérivée covariante

∇ : Rn × C∞(Rn) −→ C∞(Rn)

(v, f) 7−→ ∇vf

Propriétés 6.1.1. Soient f, g ∈ C∞(Rn) et u, v ∈ Rn, on a :

1. ∇u(λf + g) = λ∇uf +∇u + g (R− linaire).

2. ∇u(f.g) = g.∇uf + f∇u + g (Identité de Leibnitz).
3. ∇u+λvf = ∇uf + λ∇vf (R− linaire).

Définition 6.1.2. Soient Mm une variété, u ∈ TM et X ∈ H(M). La dérivée covariante par
rapport à u (resp. au champ de vecteurs X) est une application notée ∇u (resp ∇X), définie
par

∇u : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∇uf = u(f) = dπ(u)f(u)

resp.

∇X : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∇Xf = X(f) = df ◦X

(voir Définition 3.4.4).

Remarques 6.1.1. :

1) Si X = X i∂i relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M), alors

∇Xf = X i∂i(f)

= X i∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
◦ ϕ
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2) Si γ :]− ε,+ε[−→M est une courbe de classe C∞, alors

∇γ̇(t)f = dγ(t)f(γ̇(t))

=
d

dt
(f ◦ γ)(t)

3) Si M = Rm alors X = (X1, ..., Xm) et ∇Xf = X i ∂f
∂xi .

6.2 Connexion linéaire

Définition 6.2.1. Soient Mm une variété de dimension m. Une connexion linéaire sur M
(ou derivée covariante de champs de vacteurs) est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(X, Y ) 7−→ ∇XY

qui verifie les conditions suivantes :

1. ∇X+fX′Y = ∇XY + f∇X′Y (C∞(M)− linaire).
2. ∇X(Y + λY ′) = ∇XY + λ∇XY

′ (R− linaire).
3. ∇XfY = (∇Xf)Y + f∇XY = X(f)Y + f∇XY .

Exemple 6.2.1. :

1) Soit Rm muni de l’atlas usuelle {(Rm, Id)}, si X = (X1, ..., Xm) ∈ (C∞(Rm))m et
Y = (Y 1, ..., Y m) ∈ (C∞(Rm))m alors

∇XY = (
∂Y 1

∂xi
X i, ...,

∂Y m

∂xi
X i)

= (X(Y 1), ..., X(Y m))

= (∇XY
1, ...,∇XY

m)

est une connexion linéaire sur Rm.

Proposition 6.2.1. Soient Mm une variété et X,Y ∈ H(M). Si U un ouvert de M tel que
X/U = 0 alors (∇XY )/U = 0.
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Preuve Soient V ⊂ U ouvert voisinage de x et f ∈ C∞(M) tels que f/V = 1 et f/Uc = 0,
on a

fX = 0

∇fXY = 0,

d’où (∇fXY )x = f(x)(∇XY )x = 0, comme f(x) = 1 on déduit que (∇XY )x = 0.

De la Propodsition 6.2.1 et de la linéairité de la connexion ∇ par rapport à X, on déduit

Corollaire 6.2.1. Soient Mm une variété et X1, X2 ∈ H(M). Si U est un ouvert de M tel
que X1/U = X2/U alors

(∀Y ∈ H(M)) : (∇X1Y )/U = (∇X2Y )/U .

Proposition 6.2.2. Soient Mm une variété et X, Y ∈ H(M). Si U est un ouvert de M tel
que Y/U = 0 alors (∇XY )/U = 0.

Preuve Soient x ∈ U , V ⊂ U ouvert voisinage de x et f ∈ C∞(M) tels que f/V = 1 et
f/Uc = 0, on a

fY = 0

∇XfY = 0 = X(f)Y + f∇XY,

d’où
(∇XfY )x = X(f)(x)Yx + f(x)(∇XY )x = f(x)(∇XY )x = 0

comme f(x) = 1 on déduit que (∇XY )x = 0.

Corollaire 6.2.2. Soient Mm une variété et Y1, Y2 ∈ H(M). Si U est un ouvert de M tel
que Y1/U = Y2/U alors

(∀X ∈ H(M)) : (∇XY1)/U = (∇XY2)/U .

Du Corollaire 6.2.1 et Corollaire 6.2.2, on obtient
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Proposition 6.2.3. Soient Mm une variété et ∇ une connexion linéaire sur M . Si U est un
ouvert de M alors ∇ induit une connexion linéaire sur U définie par

∇ : H(U)×H(U) −→ H(U)

(X, Y ) 7−→ ∇XY

telle que
(∇XY )x = (∇ eX Ỹ )x

où X̃ = X et Ỹ = Y sur un voisinage de x, i.e. il existe V ⊂ U un ouvert voisinage de x tel
que X̃/V = X/V et Ỹ/V = Y/V .

Proposition 6.2.4. Soient Mm une variété, ∇ une connexion linéaire sur M et X, Y ∈
H(M). Si x ∈M tel que Xx = 0 alors (∇XY )x = 0.

Preuve : Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x) on a X = X i∂i et Y = Xj∂j, de
la Proposition 6.2.3, ∇ in duit une connexion sur U et on a

(∇XY )x = X i(x)∂i(Y
j)∂j +X i(x)Y j(x)(∇∂i

∂j)x

= X i(x)
[
∂i(Y

j)∂j + Y j(x)(∇∂i
∂j)x

]
= 0.

Corollaire 6.2.3. Soient Mm une variété, ∇ une connexion linéaire sur M et X, Y, Z ∈
H(M). Si x ∈M tel que Xx = Yx alors (∇XZ)x = (∇YZ)x.

Le Corollaire 6.2.3 nous permet de poser la définition suivante :

Définition 6.2.2. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M . Si
x ∈M alors ∇ induit une dérivée covariante par rapport au vecteurs tangents définie par :

∇ : TxM ×H(M) −→ ∇ : TxM

(v, Y ) 7−→ ∇vY = (∇XY )x

où X ∈ H(M) tel que Xx = v.

Définition 6.2.3. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M . Soit
(∂1, ..., ∂m) la base locale de champs de vecteurs relativement à une carte (U,ϕ). On a

∇∂i
∂j = Γkij∂k, (1 ≤ i, j ≤ m) (6.2)

où Γkij ∈ C∞ appelé coefficient de Christoffel.
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Si X = X i∂i et Y = Y j∂j relativement à la carte (U,ϕ), alors

∇XY = X i
[
∂i(Y

k) + Y jΓkij

]
∂k. (6.3)

Proposition 6.2.5. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M . Si
(∂1, ..., ∂m) (resp. (∂1, ..., ∂m)) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement à une
carte (U,ϕ) (resp. (V, ψ)) alors

Γ
t

ij = asia
t
k[∂s(a

k
j ) + aljΓ

k
ls] (6.4)

où

aij =
∂ϕi ◦ ψ−1

∂xj
◦ ψ

a ij =
∂ψi ◦ ϕ−1

∂xj
◦ ϕ

(a ij)ij = (a ij)
−1
ij

Preuve On a ∂k = aik∂i (resp. ∂k = a ik∂i),

∇∂i
∂j = ∇as

i∂sa
l
j∂l

= asi [∂s(a
l
j)∂l + aljΓ

k
ls∂k]

= asi [∂s(a
k
j ) + aljΓ

k
ls]∂k

= asi [∂s(a
k
j ) + aljΓ

k
ls]a

t
k∂t

Proposition 6.2.6. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M . Si
(∂1, ..., ∂m) (resp. (∂1, ..., ∂m)) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement à une
carte (U,ϕ) (resp. (V, ψ)) alors

Γ
t

ij = a tkA
k
ij + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls (6.5)

où

Akij =
∂2ϕk ◦ ψ−1

∂xj∂xi
◦ ψ

Preuve On a

∂s(a
k
j ) =

∂

∂xs
(
∂ϕk ◦ ψ−1

∂xj
◦ (ψ ◦ ϕ−1))

= (
∂2(ϕk ◦ ψ−1)

∂xl∂xj
◦ ψ)(

∂ψl ◦ ϕ−1

∂xs
◦ ϕ)

= a ls
∂2(ϕk ◦ ψ−1)

∂xl∂xj
◦ ψ

= a lsA
k
lj
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De la formule (6.5) on obtient

Γ
t

ij = asia
t
k[∂s(a

k
j ) + aljΓ

k
ls]

= a tka
s
ia

l
sA

k
lj + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls

= a tkδ
l
iA

k
lj + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls

= a tkA
k
ij + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls

Définition 6.2.4. Une connexion ∇ sur une variété Mm est dite localement plate au voisi-
nage de x ∈M , s’il existe une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x) tel que (∀1 ≤ i, j, k ≤ m) : Γkij = 0.

Remarque 6.2.1. Si (∀1 ≤ i, j, k ≤ m) : Γkij = 0 relativement à la carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x),
alors pour toute carte (V, ψ) ∈ atl(M,x), on a d’après la formule (6.5)

Γ
t

ij = a tkA
k
ij = a tk

∂2ϕk ◦ ψ−1

∂xj∂xi
◦ ψ. (6.6)

Définition 6.2.5. Une connexion ∇ sur une variété Mm est dite localement symétrique au
voisinage de x ∈M , s’il existe une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x) tel que

(∀1 ≤ i, j, k ≤ m) : Γkij = Γkji.

Remarques 6.2.1. :Soit (U,ϕ) ∈ atl(M) une carte de symétrie pour la connexion ∇.

1) Si (∂1, ..., ∂m) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement à la carte de
symétrie (U,ϕ), alors

∇∂i
∂j −∇∂j

∂i = (Γkij − Γkji)∂k = 0.

2) Si X = X i∂i ∈ H(U) et Y = Y j∂j ∈ H(U), alors

∇XY −∇YX = X i∂i(Y
j)∂j − Y j∂j(X

i)∂i +X iY j∇∂i
∂j − Y jX i∇∂j

∂i

= [X, Y ] +X iY j(Γkij − Γkji)∂k

= [X, Y ]
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3) Si (V, ψ) ∈ atl(M,x), de la formule (6.5), on obtient

Γ
t

ij = a tkA
k
ij + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls

= a tkA
k
ji + asia

l
ja

t
kΓ

k
sl

= a tkA
k
ji + alja

s
ia

t
kΓ

k
sl

= Γ
t

ij

On déduit que la symétrie est in dépendante de la carte choisie.

Définition 6.2.6. Une connexion linéaire ∇ est dite symétrique si et seulement si

(∀X, Y ∈ H(M) : ∇XY −∇YX = [X, Y ] (6.7)

i.e.
(∀(U,ϕ) ∈ atl(M) : Γkij = Γkji, (1 ≤ i, j, k ≤ m). (6.8)

Définition 6.2.7. Un champ de vecteurs Y ∈ H(M) est dit parallèl relativement à une
connexion ∇ si et seulement si

(∀X ∈M) : ∇XY = 0.

Localement, de la formule (6.3), on déduit que Y est parallèl si et seulement si

∂i(Y
k) + Y jΓkij = 0, (1 ≤ i, k ≤ m). (6.9)

Si ∇ est plate sur une carte (U,ϕ) (i.e. Γkij = 0) alors Y est parallèl si et seulement si Y
est constant Y = Y j∂j, où Y j (1 ≤ i ≤ m) sont des fonctions constantes.

6.3 Tenseur de torsion

Proposition 6.3.1. Soient Mm une variété et ∇ une connexion linéaire sur M , alors l’ap-
plication

T : H(M)×H(M) −→ H(M)

(X, Y ) 7−→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

est un tenseur de type (1, 2).
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Preuve : Soient f, g ∈ C∞(M), on a

T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y fX − [fX, Y ]

= f∇XY − Y (f)X − f∇YX + Y (f)X − f [X, Y ]

= f∇XY − f∇YX − f [X,Y ]

= fT (X, Y )

Comme T est antisymétrique (i.e. T (X, Y ) = −T (Y,X)) alors

T (X, gY ) = −T (gY,X)

= −T (Y,X)

= gT (X, Y )

De la R-bilinéarité de ∇ et [, ], on déduit que T est R-bilinéaire.

Définition 6.3.1. Soient Mm une variété et ∇ une connexion linéaire sur M . Le tenseur

T : H(M)×H(M) −→ H(M)

(X,Y ) 7−→ ∇XY −∇YX − [X, Y ]

est dit tenseur de torsion associé à la connexion ∇.

Propriétés 6.3.1. :

1) La connexion ∇ est symétrique si et seulement si elle est sans torsion i.e. T = 0.

2) Toute connexion ∇ localement plate est sans torsion.

3) Si (∂1, ..., ∂m) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement à une carte
(U,ϕ), alors

T = T kij∂k ⊗ dxi ⊗ dxj = (Γkij − Γkji)∂k ⊗ dxi ⊗ dxj (6.10)

T kij = Γkij − Γkji, (1 ≤ i, j, k ≤). (6.11)

Théorème 6.3.1. Soient Mm une variété, ∇ une connexion linéaire sur M et p ∈M , alors
Tp = 0 si et seulement si il existe une carte (U,ϕ) ∈ atl(M, p) telle que

Γkji(p) = 0, (∀ 1 ≤ i, j, k ≤ m).
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Preuve De la formule (6.11) on déduit que la condition est suffisante.

Réciproquement : Relativement à une carte (V, ψ) ∈ atl(M, p) on a T kij = Γ
k

ij − Γ
k

ji = 0.
soit l’application ϕ : V −→ Rm définie par

ϕk(q) = [ψk(q)− ψk(p)] +
1

2
Γ
k

ij(p)[ψ
i(q)− ψi(p)][ψj(q)− ψj(p)]

On a

∂ϕk ◦ ψ−1

∂xs
◦ ψ(q) = δks +

1

2
Γ
k

sj(p)[ψ
j(q)− ψj(p)] +

1

2
Γ
k

is(p)[ψ
i(q)− ψi(p)]

= δks +
1

2
[Γ
k

sj(p) + Γ
k

js(p)][ψ
j(q)− ψj(p)]

∂ϕk ◦ ψ−1

∂xs
◦ ψ(q) = δks + Γ

k

js(p)[ψ
j(q)− ψj(p)] (6.12)

Ce qui montre que ϕ est un difféomorphisme au voisinage de p ( puisque [∂ϕ
k◦ψ−1

∂xs ◦ψ(p)]ks =
[δks ]ks est une matrice inversible), donc il existe un ouvert U tel que (U,ϕ) ∈ atl(M, p).

De la formule (6.12) on obtient

Aksr(q) =
∂2ϕk ◦ ψ−1

∂xs∂xr
◦ ψ(q) = Γ

k

rs(p) = Γ
k

sr(p) (6.13)

aks(p) = δks , [aks(p)]sk = Id = [aks(p)]sk. (6.14)

En substituant les formules (6.13) et (6.14) dans la formule (6.5)

Γ
t

ij = a tkA
k
ij + asia

l
ja

t
kΓ

k
ls.

On obtient

Γ
t

ij(p) = a tk(p)A
k
ij(p) + asi (p)a

l
j(p)a

t
k(p)Γ

k
ls(p)

= Atij(p) + Γtij(p)

= Γ
t

ij(p) + Γtij(p)

d’où
(∀ 1 ≤ i, j, t ≤ m) : Γtij(p) = 0.
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6.4 Tenseur de courbure

Soient ∇ une connexion linéaire sur une variété Mm et f ∈ C∞(M). Relativement à une
carte (U,ϕ) on a

∇∂i
∇∂j

f =
∂2f ◦ ϕ−1

∂xi∂xj
◦ ϕ

d’où

[∇∂i
,∇∂j

](f) = ∇∂i
∇∂j

f −∇∂j
∇∂i

f

=
∂2f ◦ ϕ−1

∂xi∂xj
◦ ϕ− ∂2f ◦ ϕ−1

∂xj∂xi
◦ ϕ

= 0

= ∇[∂i,∂j ](f).

En général si X, Y ∈ H(M) alors

[∇X ,∇Y ](f) = ∇X∇Y f −∇Y∇Xf

= X(Y (f))− Y (X(f))

= ∇[X,Y ](f).

Proposition 6.4.1. Si ∇ est une connexion linéaire sur une variété Mm, alors l’application

R : H(M)3 −→ H(M)

(X, Y, Z) 7−→ R(X, Y, Z) = [∇X ,∇Y ](Z)−∇[X,Y ](Z)

= ∇X ◦ ∇Y (Z)−∇Y ◦ ∇X(Z)−∇[X,Y ](Z)

est un tenseur de type (1, 3).

Preuve :

1) On remarque que R est une application 3-linéaire sur R telle que

R(X, Y, Z) = −R(Y,X,Z).

R(X,Y, Z) = −R(Y,X,Z). (6.15)

2) Si f ∈ C∞(M) alors

R(fX, Y, Z) = ∇fX ◦ ∇Y (Z)−∇Y ◦ ∇fX(Z)−∇[fX,Y ](Z)

= f∇X ◦ ∇Y (Z)− Y (f)∇X(Z)− f∇Y ◦ ∇X(Z)− f∇[X,Y ](Z) + Y (f)∇X(Z)

= f∇X ◦ ∇Y (Z)− f∇Y ◦ ∇X(Z)− f∇[X,Y ](Z) +

= f.R(X, Y, Z)
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De la formule (6.15) on obtient R(X, fY, Z) = f.R(X,Y, Z).

3)

R(X, Y, fZ) = ∇X ◦ ∇Y (fZ)−∇Y ◦ ∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)

= ∇XY (f)Z +∇X(f∇Y (Z))−∇YX(f)Z −∇Y (f∇X(Z))

−f∇[X,Y ](Z)− [X, Y ](f)Z

= Y (f)∇XZ +X(Y (f))Z + f∇X∇Y (Z) +X(f)∇Y (Z))

−X(f)∇YZ − Y (X(f))Z − f∇Y∇X(Z)− Y (f)∇X(Z))

−f∇[X,Y ](Z)− [X, Y ](f)Z

= f.R(X, Y, Z) +X(Y (f))Z − Y (X(f))Z − [X, Y ](f)Z

= f.R(X, Y, Z)

Définition 6.4.1. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion sur M . Le
tenseur de type (1, 3) défini par

R : H(M)3 −→ H(M)

(X, Y, Z) 7−→ R(X,Y, Z) = [∇X ,∇Y ](Z)−∇[X,Y ](Z)

= ∇X ◦ ∇Y (Z)−∇Y ◦ ∇X(Z)−∇[X,Y ](Z)

est dit tenseur de courbure associé à la connexion ∇.

Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M) on a

R(∂i, ∂j)∂k = ∇∂i
∇∂j

∂k −∇∂j
∇∂i

∂k

= ∇∂i
(Γsjk∂s)−∇∂j

(Γsik∂s)

= ∂i(Γ
s
jk)∂s − ∂j(Γ

s
ik)∂s + ΓtisΓ

s
jk∂t − ΓtjsΓ

s
ik∂t

=
(
∂i(Γ

t
jk)− ∂j(Γ

t
ik) + ΓtisΓ

s
jk − ΓtjsΓ

s
ik

)
∂t

d’où les composantes du tenseur de courbure relativement à la carte (U,ϕ) sont donsées
par la formule

Rt
ijk = [∂i(Γ

t
jk)− ∂j(Γ

t
ik)] + [ΓsjkΓ

t
is − ΓsikΓ

t
js] (6.16)

Remarque 6.4.1. Soit (U,ϕ) ∈ atl(M), on a
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1) Rt
ijk = −Rt

jik, (1 ≤ i, j, k ≤ m).

2) Si Γkij = 0 (1 ≤ i, j, k ≤ m) alors T = 0 et R = 0 sur U .

6.5 Connexion des champs de tenseurs

On note l’ensemble des champs de tenseurs par

T (M) =
⊕
pq

T q
p (M) =

⋃
pq

T q
p (M).

Proposition 6.5.1. Soient Mm une variété de dimension m et ∇ est une connexion linéaire
sur M , alors il existe une et une seule ’application

∇̃ : H(M)× T (M) −→ T (M)

(X, t) 7−→ ∇̃Xt

telle que

1) Si t ∈ T q
p (M) et X ∈ H(M) alors ∇̃Xt ∈ T (M)qp.

2) Si t ∈ T 0
1 (M) = H(M) et X ∈ H(M) alors ∇̃XY = ∇XY .

3) Si f ∈ T 0
0 (M) = C∞(M) et X ∈ H(M) alors ∇̃Xf = ∇Xf = X(f).

4) Si t1 ∈ T q
p (M), t2 ∈ T q′

p′ (M) et X ∈ H(M) alors

∇̃Xt1 ⊗ t2 = (∇̃Xt1)⊗ t2 + t1 ⊗ ∇̃Xt2 ∈ T (M)q+q
′

p+p′ .

5) ∇̃ commute avec toute contraction Cr
s i.e. ∇̃ ◦ Cr

s = Cr
s ◦ ∇̃.

Preuve :
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1) Unicité : On a

i) Des condition (2),(3) et (4) on déduit que si ω ∈ T 1
0 (M) , t ∈ T (M) , X, Y ∈ T 0

1 (M)
et f ∈ C∞(M), alors

(∇̃Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY )

ii) Si t ∈ T (M) , X ∈ H(M) et f ∈ C∞(M), alors

∇̃X(ft) = X(f)∇̃Xf.

iii) Si t ∈ T (M), U un ouvert de M tels que t/U = 0 alors pour tout X ∈ H(M) on a
(∇̃Xt)/U = 0.

iv) De l’expression locale de t et les conditions (2) et (4) de la proposition, on déduit
l’unicité de ∇̃.

2) Existence : Soient ω ∈ T 1
0 (M) et X, Y ∈ T 0

1 (M) , on pose

∇̃XY = ∇XY

(∇̃Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY )

∇̃XY ⊗ ω = (∇XY )⊗ ω + Y ⊗ ∇̃Xω

∇̃X(Y1 ⊗ ...Yp ⊗ ω1...ωq) =

p∑
i=1

Y1 ⊗ ...(∇XYi)⊗ ...Yp ⊗ ω1...ωq

+

q∑
j=1

Y1 ⊗ ...Yp ⊗ ω1...(∇̃Xωj)⊗ ...ωq

Ce qui nous permet de définir localement ∇̃ par

∇̃X(t
i1..pp

j1..jq
∂i1 ⊗ ...∂ip ⊗ dxj

1

...⊗ dxj
q

) = X(t
i1..pp

j1..jq
) ∂i1 ⊗ ...∂ip ⊗ dxj

1

...⊗ dxj
q

+t
i1..pp

j1..jq
∇̃X(∂i1 ⊗ ...∂ip ⊗ dxj

1

...⊗ dxj
q

)

De la propriété (iii) on déduit que la définition de la connexion ∇̃ est indépéndante de la
carte choisie. De la condition (2), ∇̃ est une extension de la connexion ∇, on note alors ∇̃
par
nabla.
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Propriétés 6.5.1 (Expression locale). Soient X = X i∂i ∈ H(M) relativement à une carte
(U,ϕ). On a

1) Si Y = Y j∂j ∈ H(M) alors

∇XY = X i[∂i(Y
k) + Y jΓkij]∂k (6.17)

(∇XY )k = X i[∂i(Y
k) + Y jΓkij] (6.18)

2) Si ω = ωjdx
j ∈ H∗(M) alors

(∇Xω)(∂j) = X(ω(∂j))− ω(∇X∂j)

= X i[∂i(ωj)− ω(∇∂i
∂j)

= X i[∂i(ωj)− Γkijωk]

d’où
(∇Xω)k = X i[∂i(ωk)− ωjΓ

j
ik] (6.19)

(∇∂i
dxj)k = −Γjik (6.20)

3) Si t = tij∂i ⊗ dxj ∈ T 1
1 (M) alors

∇Xt = ∇Xi∂i
tsj∂s ⊗ dxj

= X i[∂i(t
s
j)∂s ⊗ dxj + tsj(∇∂i

∂s)⊗ dxj + tsj∂s ⊗ (∇∂i
dxj)]

= X i[∂i(t
s
j)∂s ⊗ dxj + tsjΓ

k
is∂k ⊗ dxj + tsjΓ

j
ik∂s ⊗ dxk]

= X i[∂i(t
s
k) + tjkΓ

s
ij + tsjΓ

j
ik]∂s ⊗ dxk

d’où

(∇Xt)
s
k = X i[∂i(t

s
k) + tjkΓ

s
ij + tsjΓ

j
ik] (6.21)

4) Si t = t
i1...ip
j1...jq

∂i1 ⊗ ...∂ip ⊗ dxj1 ...⊗ dxjq ∈ T q
p (M) alors

(∇Xt)
i1...ip
j1...jq

= Xk
[
∂k(t

i1...ip
j1...jq

) +

p∑
r=1

Γirkst
i1...s...ip
j1.......jq

+

q∑
r=1

Γirkst
i1.......ip
j1...s...jq

]
(6.22)

où ”s” est mis dans la position ”r”.
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Définition 6.5.1. Soit E un ensemble muni d’une lois intene commutatif +. Un cycle d’une
application f : E3 −→ E est définit par la formule

Cyclef(x, y, z) = f(x, y, z) + f(z, x, y) + f(y, z, x).

Proposition 6.5.2. [Identités de Bianchi] Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une
connexion sur M . On a

1) CycleR(X, Y, Z) = Cycle
(
T (T (X,Y ), Z) + (∇XT )(Y, Z)

)
.

2) Cycle
(
(∇XR)(Y, Z, ∗) +R(T (X, Y ), Z) ∗

)
= 0.

Preuve On a :
1)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

R(Z,X)Y = ∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

R(Y, Z)X = ∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

CycleR(X, Y )Z = R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X

= ∇X(∇YZ −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z(∇XY −∇YZ)

−(∇[X,Y ]Z +∇[Z,X]Y +∇[Y,Z]X)

= ∇X(T (Y, Z)) +∇Y (T (Z,X)) +∇Z(T (X, Y )) +∇X [Y, Z] +∇Y [Z,X]

+∇Z [X, Y ]− (∇[X,Y ]Z +∇[Z,X]Y +∇[Y,Z]X)

= Cycle∇X(T (Y, Z)) + Cycle∇X [Y, Z]− Cycle∇[X,Y ]Z

comme

∇X(T (Y, Z)) = (∇XT )(Y, Z) + T (∇XY, Z) + T (Y,∇X , Z)

= (∇XT )(Y, Z) + T (∇XY, Z)− T (∇X , Z, Y )

alors

Cycle∇X(T (Y, Z)) = Cycle(∇XT )(Y, Z) + [T (∇XY, Z)− T (∇X , Z, Y )]

+[T (∇ZX, Y )− T (∇Z , Y,X)] + [T (∇YZ,X)− T (∇Y , X, Z)]

= Cycle(∇XT )(Y, Z) + [T (∇XY, Z)− T (∇Y , X, Z)]

+[T (∇ZX, Y )− T (∇X , Z, Y )] + [T (∇YZ,X)− T (∇Z , Y,X)]

= Cycle(∇XT )(Y, Z) + CycleT (T (X, Y ), Z) + CycleT ([X, Y ], Z)
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d’autre part

CycleT ([X, Y ], Z) + Cycle∇X [Y, Z]− Cycle∇[X,Y ]Z

= Cycle
{
∇[X,Y ]Z −∇Z [X,Y ]− [[X, Y ], Z] +∇X [Y, Z]−∇[X,Y ]Z

}
= Cycle

{
∇X [Y, Z]−∇Z [X, Y ]− [[X, Y ], Z]

}
= −Cycle[[X,Y ], Z]

= 0 (IdentitdeJacobi).

d’où

CycleR(X, Y, Z) = Cycle∇X(T (Y, Z)) + Cycle∇X [Y, Z]− Cycle∇[X,Y ]Z

= Cycle(∇XT )(Y, Z) + CycleT (T (X, Y ), Z) + CycleT ([X, Y ], Z)

+Cycle∇X [Y, Z]− Cycle∇[X,Y ]Z

= Cycle(∇XT )(Y, Z) + CycleT (T (X, Y ), Z).

2) On a

(∇XR)(Y, Z, U) = ∇X(R(Y, Z), U)−R(∇XY, Z)U)−R(Y,∇XZ)U)−R(Y, Z)∇XU

=
{
∇X ◦ ∇Y ◦ ∇ZU −∇X ◦ ∇Z ◦ ∇YU −∇X ◦ ∇[Y,Z]U

}
−

{
∇∇XY ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇∇XYU −∇[∇XY,Z]U

}
+

{
∇∇XZ ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇∇XZU −∇[∇XZ,Y ]U

}
−

{
∇Y ◦ ∇Z ◦ ∇XU −∇Z ◦ ∇Y ◦ ∇XU −∇[Y,Z] ◦ ∇XU

}
R(T (X, Y ), Z)U = R(∇XY, Z)U −R(∇YX,Z)U −R([X, Y ], Z)U

=
{
∇∇XY ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇∇XYU −∇[∇XY,Z]U

}
−

{
∇∇Y X ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇∇Y XU −∇[∇Y X,Z]U

}
−

{
∇[X,Y ] ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇[X,Y ]U −∇[[X,Y ],Z]U

}

On remarque que
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Cycle∇[[X,Y ],Z]U = ∇Cycle[[X,Y ],Z]U = 0 (Identité de Jacobi)

Cycle
{
∇X ◦ ∇Y ◦ ∇ZU −∇X ◦ ∇Z ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇Z ◦ ∇XU +∇Z ◦ ∇Y ◦ ∇XU

}
=

{
∇X ◦ ∇Y ◦ ∇ZU −∇X ◦ ∇Z ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇Z ◦ ∇XU +∇Z ◦ ∇Y ◦ ∇XU

}
+

{
∇Y ◦ ∇Z ◦ ∇XU −∇Z ◦ ∇Y ◦ ∇XU −∇Z ◦ ∇X ◦ ∇YU +∇Y ◦ ∇X ◦ ∇ZU

}
+

{
∇Z ◦ ∇X ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇X ◦ ∇ZU −∇X ◦ ∇Y ◦ ∇ZU +∇X ◦ ∇Z ◦ ∇YU

}
= 0.

Cycle
{
∇∇XZ ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇∇XZU −∇∇Y X ◦ ∇ZU +∇Z ◦ ∇∇Y XU

}
=

{
∇∇XZ ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇∇XZU −∇∇Y X ◦ ∇ZU +∇Z ◦ ∇∇Y XU

}
+

{
∇∇ZY ◦ ∇XU −∇X ◦ ∇∇ZYU −∇∇XZ ◦ ∇YU +∇Y ◦ ∇∇XZU

}
+

{
∇∇Y X ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇∇Y XU −∇∇ZY ◦ ∇XU +∇X ◦ ∇∇ZYU

}
= 0.

Cycle
{
∇X ◦ ∇[Y,Z]U −∇[Y,Z] ◦ ∇XU +∇[X,Y ] ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇[X,Y ]U

}
=

{
∇X ◦ ∇[Y,Z]U −∇[Y,Z] ◦ ∇XU +∇[X,Y ] ◦ ∇ZU −∇Z ◦ ∇[X,Y ]U

}
+

{
∇Y ◦ ∇[Z,X]U −∇[Z,X] ◦ ∇YU +∇[Y,Z] ◦ ∇XU −∇X ◦ ∇[Y,Z]U

}
+

{
∇Z ◦ ∇[X,Y ]U −∇[X,Y ] ◦ ∇ZU +∇[Z,X] ◦ ∇YU −∇Y ◦ ∇[Z,X]U

}
0.

d’où Cycle
{

(∇XR)(Y, Z, U) +R(T (X, Y ), Z)U
}

= 0.

6.6 Image d’une connexion

Définition 6.6.1. Soient Mm et Nn deux variétés, ∇ une connexion sur M et f : M −→ N
un difféomorphisme. L’mage directe de ∇ est une connexion sur N noté f∗∇ et définie par :
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(f∗∇)XY = f∗(∇f∗Xf
∗Y ) (6.23)

où X,H ∈ H(N).

Propriétés 6.6.1. :

1) f∗[X,Y ] = [f∗X, f∗Y ]

2) Si T désigne le tenseur de torsion associé à ∇, alors f∗T est le tenseur de torsion
associé à f∗∇ défini par :

(f∗T )(X̃, Ỹ ) = f∗
(
T (f ∗X̃, f ∗Ỹ )

)
3) Si R désigne le tenseur de torsion associé à ∇, alors f∗R est le tenseur de torsion

associé à f∗∇ défini par :

(f∗R)(X̃, Ỹ )Z̃ = f∗
(
R(f ∗X̃, f ∗Ỹ )f ∗Z̃

)

6.7 Exercices

Exercice 6.7.1. Déterminer toutes les conexions sur la variété usuelle R.

Exercice 6.7.2. Déterminer toutes les conexions sur la variété usuelle R2.

Exercice 6.7.3. Déterminer toutes les conexions symetriques sur la variété usuelle R2.

Exercice 6.7.4. Sur R2, on considére la connexion ∇ définie par les matrices :

Γ1 =

[
1 0
0 1

]
, Γ2 =

[
0 −1
1 0

]
.

1)Calculer ∇∂i
∂j (1 ≤ i, j ≤ 2).

2) Soient X = y∂1 + x∂2 et Y = xy∂1 + y∂2, calculer ∇XY et ∇YX
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Exercice 6.7.5. Sur R2, on considére la connexion ∇ définie par les matrices :

Γ1 =

[
1 0
0 0

]
, Γ2 =

[
0 0
0 0

]
.

1)Déterminer les champs de vecteurs parallèles relativement à la connexion ∇.

Exercice 6.7.6. Sur R2, on considére la connexion ∇ définie par les matrices :

Γ1 =

[
1 0
0 1

]
, Γ2 =

[
0 0
0 0

]
.

1)Déterminer les champs de vecteurs parallèles relativement à la connexion ∇.

Exercice 6.7.7. Sur R2, on considére la connexion ∇ définie par les matrices :

Γ1 =

[
1 0
0 1

]
, Γ2 =

[
1 0
0 0

]
.

1)Déterminer les champs de vecteurs parallèles relativement à la connexion ∇.

6.8 solutions

Solution 6.8.1. R est une variété de dimension 1 muni de l’atlas (R, Id). soit ∂ le champ
de vecteurs base alors

∇∂∂ = Γ(x)∂

On déduit que la connexion ∇ est définie par une fonction Γ ∈ C∞(R) est inversement.

Solution 6.8.2. R2 est une variété de dimension 2 muni de l’atlas (R2, Id). soit (∂1, ∂1) la
base de champ de vecteurs base alors

∇∂i
∂j = Γ1

ij(x)∂1 + Γ2
ij(x)∂2

où Γkij désignent les coefficients de Christoffel. Donc la connexion ∇ est caractérisée par la
donné de deux matrices de fonctions

Γ1 =

[
Γ1

11(x) Γ1
12(x)

Γ1
21(x) Γ1

22(x)

]
, Γ2 =

[
Γ2

11(x) Γ2
12(x)

Γ2
21(x) Γ2

22(x)

]
.
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Solution 6.8.3. De l’exercice précédent, on déduit qu’une connexion symétrique est caracté-
risée par la donné de deux matrices symétriques

Γ1 =

[
Γ1

11(x) Γ1
12(x)

Γ1
12(x) Γ1

22(x)

]
, Γ2 =

[
Γ2

11(x) Γ2
12(x)

Γ2
12(x) Γ2

22(x)

]
.

Solution 6.8.4. :

1)

∇∂1∂1 = Γ1
11∂1 + Γ2

11∂2 = ∂1

∇∂1∂2 = Γ1
12∂1 + Γ2

12∂2 = −∂2

∇∂2∂1 = Γ1
21∂1 + Γ2

21∂2 = ∂2

∇∂2∂2 = Γ1
22∂1 + Γ2

22∂2 = ∂1

2)

∇XY = ∇y∂1+x∂2xy∂1 + y∂2

= y∇∂1

(
xy∂1 + y∂2

)
+ x∇∂2

(
xy∂1 + y∂2

)
= y

[
∂1(xy)∂1 + xy∇∂1∂1 + ∂1(y)∂2 + y∇∂1∂2

]
+x

[
∂2(xy)∂1 + xy∇∂2∂1 + ∂2(y)∂2 + y∇∂2∂2

]
= y

[
y∂1 + xy∂1 − y∂2

]
+ x

[
x∂1 + xy∂2 + ∂2 + y∂1

]
=

[
y2 + xy2 + x2 + xy

]
∂1 + x

[
x− y2 + x2y

]
∂2

3)

∇YX = xy∇∂1

(
y∂1 + x∂2

)
+ y∇∂2

(
y∂1 + x∂2

)
= xy

[
y∇∂1∂1 + ∂2 + x∇∂1∂2

]
+ y

[
∂1 + y∇∂2∂1 +∇∂2∂2

]
= xy

[
y∂1 + ∂2 − x∂2

]
+ y

[
∂1 + y∂2 + ∂1

]
=

[
xy2 + 2y

]
∂1 +

[
xy − x2y + y2

]
∂2

Solution 6.8.5. Un champ de vecteurs Y = f(x, y)∂1 + g(x, y)∂2 et parallèle relativement à
la connexion ∇ si et seulement si

∇∂1Y = 0 et ∇∂2Y = 0

On a :

0 = ∇∂1Y

= ∂1(f)∂1 + f∇∂1∂1 + ∂1(g)∂2 + g∇∂1∂2

= ∂1(f)∂1 + f∂1 + ∂1(g)∂2
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d’où
(I)

{
∂1(f) + f = 0
∂1(g) = 0

de même on obtient

0 = ∇∂2Y

= ∂2(f)∂1 + f∇∂2∂1 + ∂2(g)∂2 + g∇∂2∂2

= ∂2(f)∂1 + ∂2(g)∂2

d’où
(II)

{
∂2(f) = 0
∂2(g) = 0

du système (II), on déduit que f(x, y) = f(x) et g(x, y) = g(x).
du système (I), on déduit que f ′(x) + f(x) = 0 et g(x, y) = g(x) = Constante.
d’où

f(x, y) = f(x) = Ke−x et g(x, y) = C

ainsi
Y = Ke−x∂1 + C∂2, K, C ∈ R.

Solution 6.8.6. On a :{
∇∂1Y = 0
∇∂2Y = 0

⇐⇒
{

(∂1(f) + f)∂1 + ∂1(g)∂2 = 0
(∂2(f) + g)∂1 + ∂2(g)∂2 = 0

d’où le système d’équations aux dérivées partielles :
1) ∂1(f) + f = 0
2) ∂2(f) + g = 0
3) ∂1(g) = 0
4) ∂2(g) = 0

De (3) et (4) on déduit g(x, y) = C = Constante.

De l’éqution (2) on obtient f(x, y) = −Cy + h(x) avec indépendante de la variable y.

De l’éqution (2) on obtient h′(x) + h(x)− Cy = 0 d’où

h(x) = Cy +Ke−x

comme h ne dépend que de la variable x, on déduit

C = 0

g = 0

f(x, y) = h(x) = Ke−x

.
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Chapitre 7

Transport parallèle

7.1 Champ le long d’une courbe

Soient Mm une variété de dimension m et ∇ une connexion linéaire sur M . relativement
à une carte (U,ϕ), on a

∇XY = X i[∂i(Y
k) + Y jΓkij]∂k (7.1)

ce qui montre que ∇XY dépend uniquement de la valeur deX en x et de Y au voisinage de x.

Si v = vi∂i/x ∈ TxM alors

∇vY = vi[∂i/x(Y
k) + Y j(x)Γkij(x)]∂k/x (7.2)

Proposition 7.1.1. Soit γ : I ⊂ R −→ M une courbe de classe C∞. Si Y1, Y2 ∈ H(M) tels
que Y1 ◦ γ = Y2 ◦ γ, alors

(∀t ∈ I) : (∇γ̇(t)Y1)γ(t) = (∇γ̇(t)Y2)γ(t).

Preuve De la formule (7.1) on obtient

(∇γ̇(t)Y1)γ(t) = X i(γ(t))[∂i(Y
k
1 )(γ(t)) + Y j

1 (γ(t))Γkij(γ(t))]∂k/γ(t)

= X i(γ(t))[∂i(Y
k
2 )(γ(t)) + Y j

2 (γ(t))Γkij(γ(t))]∂k/γ(t)

= (∇γ̇(t)Y2)γ(t)

où X i(γ(t)) = d
dt

(ϕi ◦ γ(t)) (1 ≤ i ≤ m.
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Définition 7.1.1. Soit I ⊂ R un Intervalle et γ : I −→ M une courbe de classe C∞. Un
champ de vecteurs le long de la courbe γ est une section

X : I −→ TM

t 7−→ X(t) ∈ Tγ(t)M

Relativement à une carte (U,ϕ), on a

X(t) = X i(t)∂i/γ(t).

L’ensemble des champs de vacteurs le long de γ est un espace vecoriel sur R noté Hγ(M).

Remarque 7.1.1. Si f ∈ C∞(I) et X ∈ Hγ(M) alors f.X ∈ Hγ(M).

Exemples 7.1.1. :

1) γ̇ : t ∈ I −→ γ̇(t) ∈ TM .

2) Si X ∈ H(M) alors X ◦ γ : t ∈ I −→ X(γ(t)) ∈ TM est un champ de vecteurs le long
de γ.

3)X : t ∈ I −→ X(t) = (sin(t),−cos(t), 0..., 0) ∈ TSnM .

Lemme 7.1.1. Soit f : I −→ R une fonction de classe C∞. si γ : I −→ Rm une courbe
de classe C∞ tel dγ

dt
(t0) 6= 0, alors il existent I0 ⊂ I voisinage de t0 et une application

F : Rm −→ R de classe C∞ au voisinage de γ(t0) tels que

(∀t ∈ I0) : f(t) = F (γ(t)).

Preuve On a dγ
dt

(t0) = (dγ
1

dt
(t0), ...,

dγm

dt
(t0)) 6= (0, .., 0), soit j ∈ {1, ..,m} tel que

dγj

dt
(t0) 6= 0 du théorème d’inversion locale, on déduit l’existence de I0 ⊂ I voisinage de

t0 tel que γj : I0 −→ γj(I0) est un diféomorphisme de classe C∞.

Si on pose
F = f ◦ (γj)−1 ◦ P j : γ(I0) −→ R,

où P j désigne la j−ème projection. alors

(∀t ∈ I0) : F (γ(t)) = f ◦ (γj)−1 ◦ P j(γ(t)) = f(t).
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Proposition 7.1.2. [Extension de champ] Soient Mm une variété et γ : I −→M une courbe
de classe C∞ . Si X ∈ Hγ un champ de vecteurs le long de γ et t0 ∈ I tel que γ̇(t0) 6= 0, il
existent alors I0 ⊂ I voisinage de t0 et X̃ un champ de vecteurs au voisinage de γ(t0), tels
que :

(∀t ∈ I0) : X(t) = X̃(γ(t)).

X̃ est dit extension locale de X.

Preuve Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,γ(t0) on a

X(t) = X i(t)∂i/γ(t).

Du Lemme 7.1.1 on déduit l’existence de I0 ⊂ I ouvert voisinage de t0 et des applications
F 1, ..., Fm de classe C∞ au voisinage de ϕ(γ(t0)) tels que

(∀1 ≤ i ≤ m), (∀t ∈ I0) : X i(t) = F i(ϕ ◦ γ(t)).

Si on pose X̃ = (F i ◦ ϕ)∂i alors

(∀t ∈ I0) : X̃ ◦ γ(t) = X(t).

Remarque 7.1.2. En général le champ de vecteurs X̃ n’est pas définit globalement

γ :]− π, π[ → R2

s 7→ ((2cos(s)− 1)sin(s), (2cos(s)− 1)cos(s))

γ est une courbe telle que γ(π
3
) = γ(−π

3
) = (0, 0), γ̇(π

3
) = (−3

2
,−

√
3

2
) = V1 et γ̇(−π

3
) =

(−3
2
,
√

3
2

) = V2.

Pour X(t) = γ̇(t), il n’existe pas de champs de vecteurs X̃ ∈ H(M) tel que X = X̃ ◦ γ.

De la Proposition 7.1.1 et la Proposition 7.1.2, on peut définir la restriction d’une connexion
suivant une courbe.

Définition 7.1.2. Soient Mm une variété et ∇ une connexion sur M . Soit γ : I ⊂ R −→M
une courbe de classe C∞, la restriction ∇γ de la connexion ∇ à Hγ(M) est définie par :

∇γ : Hγ(M) −→ Hγ(M)

X 7−→ ∇γX

tel que
(∇γX)t = ∇γ̇(t)X̃

où X̃ est une extension de X au voisinage de γ(t).
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Fig. 7.1 – Courbe γ

Proposition 7.1.3. Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M), si X(t) = X i(t)∂i/γ(t) alors

(∇γX)t =
[dXk

dt
(t) +

dγi

dt
(t)Xj(t)Γkij(γ(t))

]
∂k/γ(t) (7.3)

où γi = ϕi ◦ γ.

Preuve Soit Y une extension locale de X. De la formule (7.2) on obtient

(∇γX)t = (∇γ̇(t)X̃)

=
dγi

dt

[
∂i(Y

k)(γ(t)) + Y j((γ(t))Γkij((γ(t))
]
∂k/(γ(t)

=
[∂(Y k ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(γ(t))

d(ϕi ◦ γ)
dt

+
dγi

dt
Y j((γ(t))Γkij((γ(t))

]
∂k/(γ(t)

=
[ d
dt

(Y k ◦ γ(t)) +
dγi

dt
Y j((γ(t))Γkij((γ(t))

]
∂k/(γ(t)

=
[dXk

dt
(t) +

dγi

dt
Xj(t)Γkij((γ(t))

]
∂k/(γ(t)

De la Proposition 7.1.3 on déduit

Propriétés 7.1.1. :Soit X,Y ∈ Hγ, f ∈ C∞(R et λ ∈ R, on a

1) ∇γ(X + λY ) = ∇γX + λ∇γY, (R−linéaire).

2) ∇γ(fX) = f ′X + f∇γX (formule de Leibnitz).
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Définition 7.1.3. Soient Mm une variété de dimension m et γ : I ⊂ R −→ M une courbe
de classe C∞. Un champ de vecteurs X ∈ Hγ(M) est dit parallèl si

∇γX = 0.

Localement, X ∈ Hγ(M) est parallèl si et seulement si pour toute carte (U,ϕ) ∈ atl(M),
on a

dXk

dt
+
dγi

dt
XjΓkij ◦ γ = 0, (1 ≤ k ≤ m). (7.4)

Proposition 7.1.4. Soient Mm une variété de dimension m et γ : I ⊂ R −→M une courbe
de classe C∞. Si t0 ∈ I et v ∈ Tγ(t0)M , alors localement il existe un unique champ de vecteurs
X ∈ Hγ(M) tels que :

{
∇γX = 0
X(t0) = v

où v = vi∂i.

Preuve Localement si v = vi∂i/t0 et X(t) = Xi(t)∂i/γ(t), de la formule (7.4) on obtient
le système d’équations différentielle :

dXk

dt
+ dγi

dt
XjΓkij ◦ γ = 0, (1 ≤ k ≤ m).

Xk
t0

= vk

i.e. 

d
dt


X1

.

.
Xm

 = −A(t)


X1

.

.
Xm

 (t)


X1

.

.
Xm

 (t0) =


v1

.

.
vm


(7.5)

où A(t) =
(
dγi

dt
(t)Γkij ◦ γ(t)

)
jk

. Le système admet l’unique solution définie par


X1

.

.
Xm

 (t) = exp(−
∫
A(t)dt)


v1

.

.
vm
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La Proposition 7.1.5 nous permet de poser la définition suivante :

Définition 7.1.4. Soient Mm une variété de dimension m et γ : I ⊂ R −→ M une courbe
de classe C∞. Si t0, t1 ∈ I. Le transport parallèle le long de la courbe γ est une application
notée Tγ définie par

Tγ : Tγ(t0)M −→ Tγ(t1)M

v 7−→ X(t1)

où X ∈ Hγ(M) tel que ∇γX = 0 et X(t0) = v.

Lemme 7.1.2. Soient I =]a, b[⊂ R, A,B ∈ C∞(I,Mm(R)) et

Ẋ(t) = A(t)X(t) (7.6)
Ẏ (t) = A(t)Y (t) (7.7)

deux systèmes d’équations différentielles tels que

(∀ t ∈ [t0, b[) : A(t) = B(t).

Si X(t) (resp. Y (t)) est une solution du système (7.6) (resp. (7.7)) tel que X(t0) = Y (t0)
alors

X/[t0,b[ = Y/[t0,b[.

Preuve Soit X̃ l’application définie par

X̃ :]a, b[ −→ Rm

t 7−→ X̃(t) =

{
X(t) si t ∈]a, t0[
Y (t) si t ∈ [t0, b[

Puisque X(t0) = Y (t0) on déduit que X̃ est continue sur ]a, b[. Comme A = B sur [t0, b[

alors X̃ est différentiable sur ]a, t0[∪]t0, b[ telle que :
˙̃
X = Ẋ(t) = A(t)X(t) = A(t)X̃(t), (∀ t ∈]a, t0[)
˙̃
X = Ẏ (t) = B(t)Y (t) = A(t)Y (t) = A(t)X̃(t), (∀ t ∈]t0, b[)

d’autre part on a

lim
t→t0
<

1

t− t0
(X̃(t)− X̃(t0)) = lim

t→t0
<

1

t− t0
(X(t)−X(t0))

= Ẋ(t0)

= A(t0)X(t0)
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lim
t→t0
>

1

t− t0
(X̃(t)− X̃(t0)) = lim

t→t0
<

1

t− t0
(Y (t)− Y (t0))

= Ẏ (t0)

= B(t0)Y (t0)

= A(t0)X(t0)

d’où X̃ est de classe C1 sur ]a, b[ telle que

˙̃
X(t) = a(t)X̃(t), (∀ t ∈]a, b[)

X̃(t0) = X(t0)

donc X̃ et X sont deux solution du système d’équations différentielles (7.6) avec la même
condition initiale X̃(t0) = X(t0), en vertu de l’unicité de solution on déduit que

(∀ t ∈]a, b[) : X̃(t) = X(t).

(∀ t ∈ [t0, b[) : X(t) = Y (t).

Du Lemme 7.1.2, on obtient la proposition suivante

Proposition 7.1.5. Le transport parallèle ne dépend que de lavaleur de γ sur [t0, t1]

i.e. Si γ1 :]a, b[−→M et γ2 :]c, d[−→M sont deux courbe de classe C∞ tels que :

1. [t0, t1] ⊂]a, b[∩]c, d[

2. γ1/[t0,t1] = γ2/[t0,t1]

alors γ1 et γ2 définissent le même transport parallèle, Tγ1 = Tγ2.

Définition 7.1.5. Soient Mm une variété de dimension m et γ : [a, b] ⊂ R −→M une courbe
de classe C∞. Le transport parallèle le long de la courbe γ est définie par

Tγ : Tγ(a)M −→ Tγ(b)M

v 7−→ Teγ(v)
où γ̃ est une courbe classe C∞ qui prolonge γ à un interval ]c, d[⊃ [a, b].

D’après la Proposition 7.1.5, cette définition est indépendante du prolongement choisi.
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Définition 7.1.6. Soient Mm une variété de dimension m et γ : [a, b] ⊂ R −→M une courbe
de classe C∞ par morceaux, i.e.

∃ a0, ...., ap ∈ [a, b] : a = a0 < .... < ap = b

tels que
(∀i ∈ {1, ..., p}) : γi = γ/[ai−1,ai] : [ai−1, ai] −→M de classe C∞

Le transport parallèle le long de la courbe ω est définie par

Tγ : Tγ(a)M −→ Tγ(b)M

v 7−→ Tγ(v) = Tγ1 ◦ ... ◦ Tγp(v)

Définition 7.1.7. Soient Mm une variété de dimension m et ω : [a, b] ⊂ R −→ M une
courbe. La courbe inverse de ω est une courbe parcourus dans le sens inverse de ω, notée ω−1

et définie par

ω−1 : [a, b] −→ M

t 7−→ ω−1(t) = ω(a+ b− t)

Fig. 7.2 – Courbe Inverse

Définition 7.1.8. Soient Mm une variété de dimension m, γ1 : [a, b] ⊂ R −→ M et γ2 :
[b, c] ⊂ R −→M deux courbes tels que γ1(b) = γ2(b). Le recollement de γ1 et γ2 est une courbe
notée γ2γ1 et définie par
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γ2γ1 : [a, c] −→ M

t 7−→ γ2γ1(t) =

{
γ1(t) si t ∈ [a, b]
γ2(t) si t ∈ [b, c]

Théorème 7.1.1. Soient Mm une variété de dimension m et ω : [a, b] ⊂ R −→M une courbe
de classe C∞ par morceaux, alors Tω : Tω(a)M −→ Tω(b)M est un isomorphisme linéaire tel
que T −1

ω = Tω−1.

Preuve :

1) Linéairité de Tω :

Soit v1, v2 ∈ Tω(a)M et X1, X2 ∈ Hω(M) tels que

∇ωX1 = 0, ∇ωX2 = 0, X1(a) = v1 et X2(a) = v2

si λ ∈ R alors X1 + λX2 ∈ Hω(M) tel que

∇ω(X1 + λX2) = ∇ωX1 + λ∇ωX2 = 0

X1(a) + λX2(a) = v1 + λv2

d’où

Tω(v1 + λv2) = (X1 + λX2)(b)

= X1(b) + λX2(b)

= Tω(v1) + λTω(v2)

2) Soit v ∈ Tω(a)M et X ∈ Hω(M) tels que ∇ωX = 0 et X(a) = v. On pose

X̃ : t ∈ [a, b] −→ X̃(t) = X(b+ a− t) ∈ Hω−1(M)

Localement on a
(∇ωX)t =

d

dt
Xk(t) +

dωi(t)

dt
Xj(t)Γkij(ω(t)) = 0

d’où

(∇ω−1X̃)t =
d

dt
(Xk(a+ b− t)) +

d

dt
ωi(a+ b− t)Xj(a+ b− t)Γkij(ω(a+ b− t))

= −dX
k

dt
((a+ b− t))− dωi

dt
(a+ b− t)Xj(a+ b− t)Γkij(ω(a+ b− t))

= −dX
k

dt
(s)− dωi

dt
(s)Xj(s)Γkij(ω(s))

= −(∇ωX)s

= 0.
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où s = a+ b− t. Comme X̃(a) = X(b) alors

Tω−1 ◦ Tω(v) = Tω−1(X(b)) = Tω−1(X̃(a)) = X̃(b) = X(a) = v

de même si w = X̃(a), on obtient

Tω ◦ Tω−1(w) = Tω(X̃(b)) = Tω(X(a)) = X(b) = X̃(a) = w

Définition 7.1.9. Le transport parallèle est dit absolu le transport entre deux points de la
variété M est indépendant de la courbe qui les relies. i.e. si γ, ω : [0, 1] −→ M sont deux
courbes de classe C∞ par morceaux tels que{

γ(0) = ω(0) = x1 ∈M
γ(1) = ω(1) = x2 ∈M

alors
Tγ = Tω.

Théorème 7.1.2. Soit Mm une variété de dimension m. Alors M admet un transport paral-
lèle absolu si et seulement si H(M) admet une base globale de champs de vecteurs.

i.e ∃X1, ...., Xm ∈ H(M) tels que ∀ x ∈M, (X1/x, ..., Xm/x) est une base de TxM .

Preuve Si (X1, ...., Xm) est une base de H(M), on pose

∇Xi
Xj = 0, (1 ≤ i, j ≤ m),

∇ définie une connexion sur M telle que si Y = Y iXi ∈ H(M) et Z = ZjXj ∈ H(M), on a

∇YZ = Y iXi(Z
j)Xj

Soient ω une courbe définie sur [0, 1], v = ω̇(0) ∈ Tω(0), Z ∈ Hω, et Z̃ ∈ H(M) tel que
Z̃ ◦ ω = Z. Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,ω(0)) on a :

ωi = ϕi ◦ ω

ω̇(t) =
dωi

dt
(t)∂i/ω(t)

Z̃ = Z̃iXi

Z(t) = Zi(t)Xi/ω(t)

∂i = akiXk
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∇ω̇(t)Z̃ = (∇ dω
dt

(t)ak
i Xk

Z̃jXj)ω(t)

=
dω

dt
(t)akiXk(Z̃

j)(ω(t))Xj/ω(t)

=
dω

dt
(t)∂i(Z̃

j)(ω(t))Xj/ω(t)

=
d

dt
(Z̃j ◦ ω(t))Xj/ω(t)

=
d

dt
(Zj(t))Xj/ω(t)

donc le système {
∇ωZ = 0
Z(0) = v

s’écrit 
d
dt

(Zj(t)) = 0 (1 ≤ i ≤ m

Zj(0) = vj

qui est indépendant de la courbe ω et qui a pour solutions les fonctions constantes Zj(t) = vj.

Inversement, soient x0 ∈M et v1, ..., vm une base de Tx0M . Pour i ∈ {1, ..,m}, on pose

Xi : M −→ TM

x 7−→ Xi(x) = Tω(vi)

où ω : [0, 1] −→M est une courbe de classe C∞ par morceaux telle que ω(0) = x0 et ω(1) = x.
Puisque le transport parallèle est absolu alors la définition des champs de vecteurs X1, ...Xn

est indépéndante du choix de la courbe ω. Comme Tω : Tx0M −→ TxM est un isomorphisme
linéaire, ondéduit que (X1(x), ...Xn(x)) est une base de TxM .
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Chapitre 8

Géodésique

8.1 Courbe géodésique

Définition 8.1.1. Soit Mm une variété différentiable de dimension m munie d’une connexion
linéaire ∇. Une géodésique est une courbe γ : I ⊂ R −→M . telle que

(∀ t ∈ I) :
(
∇γ γ̇

)
(t) = 0.

La courbe γ est dite aussi autoparallèle.

Proposition 8.1.1. Une courbe γ : I ⊂ R −→M est une géodésique si et seulement si pour
toute carte (U,ϕ) ∈ atl(M), on a

d2γk

dt2
(t) +

dγi

dt
(t)
dγj

dt
(t)Γkij(t) = 0 , (1 ≤ k ≤ m). (8.1)

Preuve Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atla(M) on a

γk(t) = ϕk ◦ γ(t)

γ̇(t) =
dγi

dt
(t)∂i/γ(t)

De la formule (7.4) on obtient

(
∇γ γ̇

)
(t) = 0 ⇐⇒ d

dt

(dγk
dt

)
(t) +

dγi

dt
(t)
dγj

dt
(t)Γkij(t) = 0, (1 ≤ k ≤ m).
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d’où

(
∇γ γ̇

)
(t) = 0 ⇐⇒ d2γk

dt2
(t) +

dγi

dt
(t)
dγj

dt
(t)Γkij(t) = 0, (1 ≤ k ≤ m).

Proposition 8.1.2. Soient Mm une variété différentiable de dimension m munie d’une
connexion linéaire ∇, x0 ∈ M et v ∈ Tx0M . Il existent alors une unique géodésique γ :
]− ε, ε[−→M verifiant :

{
γ(0) = x0,
γ̇(0) = v

Preuve Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x0, si v = vi∂i/x0 alors le système


(
∇γ γ̇

)
(t) = 0,

γ(0) = x0,
γ̇(0) = v

(8.2)

équivaut au système d’équations différentielles
d2γk

dt2
(t) + dγi

dt
(t)dγ

j

dt
(t)Γkij(t) = 0, (1 ≤ k ≤ m),

γ(0) = x0,
γ̇(0) = v,

(8.3)

En vertu du théorème d’existence et d’unicité des équations différentielles, le sytème (I)
possède une unique solution au voisinage de 0.

Théorème 8.1.1. Soient Mm une variété différentiable de dimension m munie d’une connexion
linéaire ∇ et x0 ∈M . Alors l’ensemble

N =
{
v ∈ Tx0M ; ∃ (ε > 1) et γ ]− ε, ε[−→M, C∞ :


(
∇γ γ̇

)
(t) = 0,

γ(0) = x0,
γ̇(0) = v

 }
(8.4)

est un voisinage topologique du vecteur nul (0) de l’esapce vectoriel de dimension fini Tx0M .
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Preuve :

1) Si γ : t ∈ R −→ γ(t) = x0 ∈ M désigne la courbe constante passant par x0 alors
0 = γ̇(0) ∈ Tx0M ce qui montre que le vecteur nul est un élément de N (0 ∈ N).

2) Si M = Rm alors le système d’équations différentielles

d2Xk

dt2
+
dX i

dt

dXj

dt
Γkij = 0, (1 ≤ k ≤ m)

est équivalent au système 
d
dt
Xk = Y k (1 ≤ k ≤ m),

d
dt
Y k = −Y iY jΓkij,

(8.5)

En vertu du théorème d’existence, d’unicité et de differentiabilité de solutions des équa-
tions différentielles, ils existent ε > 0, V ⊂ Rm voisinage de x0, W ⊂ Rm voisinage de 0 et

ψ :]− ε, ε[×V ×W −→ Rm × Rm

(t, x, y) 7−→ ψ(t, x, y) =
(
ψ1(t, x, y), ψ2(t, x, y)

)
tels que ψ est une solution du sytème (I) i.e.

∂
∂t
ψ1(t, x, y) = ψ2(t, x, y),

∂
∂t
ψk2(t, x, y) = −ψi1(t, x, y)ψ

j
1(t, x, y)Γ

k
ij(ψ1(t, x, y)), (1 ≤ k ≤ m)

ψ(0, x, y) = (x, y),

(8.6)

Si on désigne par

γy :]− ε, ε[ −→ Rm

t 7−→ γy(t) = ψ1(t, x0, y)

ωy :]− ε

s
,
ε

s
[ −→ Rm

t 7−→ ωy(t) = γy(s.t)

où y ∈ W et s ∈]0, ε[ alors

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



8.2 Fonction Exponentielle 133

γy(0) = x0

γ̇y(0) = y

∇γy γ̇y = 0.

ωy(0) = x0

ω̇y(0) = s.y

∇ωy ω̇y = 0.

ce qui montre que s.W ⊂ N ( ε
s
> 1).

Dans le cas d’une variété Mm, relativement à une carte (U,ϕ) on considère la connexion
∇̃ = f∗(∇) sur Rm et on a N = ϕ̃−1

x0
(Ñ).

8.2 Fonction Exponentielle
Soit N0 ⊂ N un voisinage de 0 ∈ Tx0M . La fonction exponentielle sur M est définie par

Expx0 : N0 −→ M

v 7−→ Expx0(v) = γv(1)

où γv est une courbe verifiant (8.4).
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Remarque 8.2.1. La courbe constante γ : t ∈ R −→ γ(t) = x0 ∈M est une courbe verifiant
la formule (8.6) telle que γ̇(0) = 0, on déduit que Expx0(0) = x0.

Théorème 8.2.1. La fonction Expx0 : N0 −→ M est un difféomorphisme d’un voisinage de
0 ∈ Tx0M dans un voisinage de x0 ∈M .

Preuve Relativement à une carte (U,ϕ) ∈ atl(M,x0), si

Ψ = (Ψ1,Ψ2) :]− ε, ε[×Ux × Uy −→ Ux × Uy

(t, x, y) 7−→ (Ψ1(t, x, y),Ψ2(t, x, y))

désigne la solution de l’équation (8.5),
d
dt
Xk = Y k (1 ≤ k ≤ m),

d
dt
Y k = −Y iY jΓkij,

Alors, en vertu de l’unicité de solution on obtient

Ψ(t, x, 0) = (Ψ1(t, x, 0), 0)

Ψ2(t, x, 0) = 0. (8.7)
(8.8)

D’autre part
Expx0(v) = γv(1) = ϕ−1 ◦Ψ1(1, ϕ(x0), ϕ̃x0(v)).

Ce qui montre que Expx0 est une application de classe C∞. Si on pose

F : Ux × Uy −→ Ux × Uy

(X, Y )) 7−→ (Y, Y iY jΓ1
ij(X), ..., Y iY jΓmij (X)

alors

∂Ψ

∂t
(t, x, y) = (Ψ2(t, x, y),Ψ(t, x, y)i2Ψ2(t, x, y)

jΓkij(Ψ(t, x, y)))

= F (Ψ(t, x, y)).

∂

∂t

(
D(x0,0)Ψ)

)
= D(x0,0)

(∂Ψ

∂t

)
= D(x0,0)(F ◦Ψ)

= DΨ(t,x0,0)F ◦D(x0,0Ψ)

= D(X0,0)F ◦D(x0,0Ψ)

Pr Mustapha Djaa 2017-2018



8.2 Fonction Exponentielle 135

où X0 = Ψ1(t, x0, 0).

Si on note
F = D(X0,0)F =

[
0 IdRm

0 0

]
alors D(x0,0)Ψ est une solution de l’equation{

∂
∂t

Φ = FΦ
Φ(0) = IdR2m

(8.9)

En effet comme ψ(0, x, y) = (x, y) alors D(x0,0)Ψ(0) = IdR2m . Comme F n
= 0 (∀n ≥ 3), des

solutions de l’equation différentielle (8.9) on obtient :

D(x0,0)Ψ(t) = exp(Ft) = Id+ tF =

(
Id tId
0 Id

)
=

(
DXΨ1(t, x, y) DY Ψ1(t, x, y)
DXΨ2(t, x, y) DY Ψ2(t, x, y)

)
ce qui montre que DY Ψ1(1, x0, 0) = Id est un isomorphisme linéaire donc Ψ1(1, x0, y) est

un difféomorphisme au voisinage de y = 0.

Comme
Ψ1(1, x0, y) = ϕ ◦ Expx0 ◦ ϕ̃−1

x0
(y),

on déduit que Expx0 est un difféomorphisme au voisinage de 0 ∈ Tx0M .
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8.3 Interprétation géométrique de la torsion et de la cour-
bure

Soient V,W ∈ TPM , on désigne par γV (reps. γW ) la courbe géodésique passant par P et
de vecteur directeur V (rep. W )

Fig. 8.1 – parallélogramme de Torsion

Les courbes γV , γW , γV et γW sont solution des systèmes suivants :

(S1)


∇γV

γ̇V = 0

γ̇V (0) = V

γV (0) = P

(S2)


∇γW

γ̇W = 0

γ̇W (0) = W

γW (0) = P

(S3)


∇γV

γ̇V = 0

γ̇V (0) = XW (u)

γV (0) = γV (u)

(S4)


∇γW

γ̇W = 0

γ̇W (0) = XV (t)

γW (0) = γW (t)
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où XV ∈ HγW
et XW ∈ HγV

sont solutions des systèmes

(S5)


∇γW

XV = 0

XV (0) = V
(S6)


∇γV

XW = 0

XW (0) = W

1. Obstruction de la Torsion

Du développement limité des courbes autoparallèles, on obtient :

γsW (t) = γsW (0) + t
dγsW
dt

(0)

= P s + tW s

Xs
V (t) = Xs

V (0) +
dXs

V

dt
(0)

= V s − tΓsijX
i
V (0)

dγjW
dt

(0)

= V s − tΓsijV
iW j

γ sW (u) = γsW (0) + u
dγsW
dt

(0)

= γsW (t) + uXs
V (t)

d’où

γ sW (u) = P s + tW s + uV s − tuΓsij(P )V iW j (8.10)

De la façon on obtient

γ sV (t) = P s + uV s + tW s − tuΓsij(P )W iV j (8.11)

Des formules (8.10) et (8.11) on obtient :

γ sW (u)− γ sV (t) = tu
(
Γsij(P )− Γsji(P )

)
W iV j (8.12)

Ce qui montre que (
γW (u) = γV (t)

)
⇐⇒ T = 0 (8.13)
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où T désigne le tenseur de torsion associé à ∇. Donc la torsion est une obstruction à la
fermeture du parallélogramme (Fig 8.1).

2. Obstruction de la Courbure

Fig. 8.2 – parallélogramme de Courbure

Soient les transports parallèle TV et TW définis par

TV : TPM −→ TqM

v 7−→ TV (v) = TγV .γV
(v) = TγV

◦ TγV
(v)

où q = γV (t).

TW : TPM −→ Tq′M

v 7−→ TW (w) = TγW .γW
(w) = TγW

◦ TγW
(w)
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où q′ = γW (u).

Soient z ∈ TPM , Y ∈ HγW
et Y ∈ HγW

tels que :

(S7)


∇γW

Y = 0

Y (0) = z
(S8)


∇γW

Y = 0

Y (0) = Y (t)

Du développement limité à l’ordre 1 de Y et Y , on obtient

Y k(t) = Y s(0) + t
dY k

dt
(0)

= zk − tΓkij(P )ziW j (8.14)

Y
k
(u) = Y

k
(0) + t

dY
k

dt
(0)

= Y k(t)− uΓkij(γW (t))Y
i
(0)

dγjW
dt

(0)

= Y k(t)− uΓkij(γW (t))Y
i
(0)Xj

V (t) (voir système (S4)) (8.15)

En remplaçant (8.14) dans (8.15), on obtient

Y
k
(u) = zs − tΓsij(P )ziW j − uΓsij(γW (t))Y

i
(0)Xj

V (t) (8.16)

Du développement limité à l’ordre 1 de Γij, on obtient

Γkij(γ(t)) = Γkij(P ) + t
∂Γkij
∂s

(P )
dγsW
dt

(0)

= Γkij(P ) + t
∂Γkij
∂s

(P )W s (voir système (S2)) (8.17)

D’autre part, des systèmes (S5) et (S7), on obtient

Y i = zi − tΓimnz
mW n (8.18)

Xj
V (t) = V j − tΓjmnV

mW n (8.19)
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En substituant les formules (8.17), (8.18) et (8.19) dans (8.16), on obtient

Y
k
(u) = zk − tΓkmnz

mW n − uΓkijz
iV j + tuΓkijΓ

i
mnz

mW nV j

+ tuΓkijΓ
j
mnV

mW nzi − tu
∂Γkij
∂s

W sziV j (8.20)

si on note :

Y W (u) = TW (z) = Y (u)

alors

Y
k

W (u) = zk − tΓkmnz
mW n − uΓkijz

iV j + tuΓkijΓ
i
mnz

mW nV j

+ tuΓkijΓ
j
mnV

mW nzi − tu
∂Γkij
∂s

W sziV j (8.21)

En faisant intervertir t avec u et V avec W , on obtient d’une façon analogue :

Y
k

V (t) = zk − uΓkmnz
mV n − tΓkijz

iW j + tuΓkijΓ
i
mnz

mV nW j

+ tuΓkijΓ
j
mnW

mV nzi − tu
∂Γkij
∂s

V sziW j (8.22)

où

Y V (t) = TV (z)

Si on suppose que la connexion ∇ est sans torsion (i.e. T = 0), alors d’après la formule
(8.13) on a

γW (u) = γV (t) = q = q′ et TW (z), TV (z) ∈ TqM.

Par suite on obtient

TW (z)− TV (z) = Y
k

W (u)− Y
k

V (t)

= tuznV jW i
{(

ΓkmjΓ
m
ni − ΓkmiΓ

m
nj

)
+

(∂Γkni
∂xj

−
∂Γknj
∂xi

)}
= tu

(
Rk
jinW

iV jzn
)

(voir formule (6.16)).
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Ce qui montre qu’au voisinage de tout point p ∈M on a :

(TW = TV ) ⇐⇒ R = 0

où R désigne le tenseur de courbure associé à ∇.
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