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|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 2D
» Représentation de la rotation :
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|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 2D

< Propriétes:

__[cosB —sinb _ 2 20
Ry, = [Sine 050 ]=>det{R01} = cos“0 + sin“0 =1

1 _[cos@ sinB] _ 1t _
= Rot = [—SinB cose] = Ro1 = Ros

» Ce type de matrice 2x2 appartient au groupe spécial orthogonal d’ordre 2 noté SO(2)

< Changement de repere :

O%p = xpcosh — 1ypsin9
yp = ‘xpsing + 1ypcost9




|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 2D T

» Opérateur de rotation : v ¥

Ov’ = 11}) = RlO 01_7) = RQ 07_7)

» Composition : o |

= Transformation de coordonnées ;
'p =Ry, %P
Op =Ry, 1P

Op _ 2p 2

» Opérateur de rotation :

V1 = Ry, Vg Uy = Rg,Vq R,
— Uy = Rg, Ry, Vy

N
= "‘dl'/wm
D

X




|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 3D

» Positionnement :

Ror = (%1 °yi %z) , det(Ryy) = =1
Roi = Rj1 = Roq
Ro1 € SO(3)
» Changement de repere :
UP — R01 1P
» Composition :
'P=R_°P
"P=R 'P
= OP = ROIRIZ 2P: R02 2P




|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 3D

» Opérateur de rotation :

EX : rotation de v autour de y :

"vﬂ F Y y].
cosB sin@ 6 -
| | o P
c6 0 s6 X,
R, o=R,=| 0 1 0 zlf 6 R,
—-s6 0 c6
ov; — Rm DV — R(yo,a)ov zD x1 Rl

= Autres rotations élémentaires :

10 0 0 —s0 0
}2(‘.[“:9] = O C‘Q —5'9 R(Zuaa:' = .5'9 Cg O'
| 0 s O 0 0 1




|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 3D

» Opérateur de rotation : cas général

X
> Rotation de v autour de h d’un angle 6 : P
> Méthode : _
ﬁ /V
~ Transformer v par une rotation qui amene h sur x 0
. . o
- Faire la rotation de @ autour de X

"(7
~ Faire la transformation inverse pour ramener h a sa position iniuaie

R(hse) = R(x:a)R(yHB)R(x98)R(y>_ﬁ)R(x>_a)

h2v8+09 hhv,—hs6 hhv, +hse
X Xy z X Z y

hhv +hs6 v+ cO hhv —hs
x v @ z v z 6 x 8

v 0

z @

hhve—hsﬁ hhv3+h39 v +c6
X z v Vv z x




|. Positionnement
|.1. Rotations : le cas 3D

» Proprietés :
o Ortho-normalité ;

La norme des vecteurs lignes et des vecteurs colonne est égale a 1.

- Les vecteurs ligne et les vecteurs colonne sont orthogonaux deux a deux.
o L’inverse est égale a la transposée.
o Le déterminant est egal a 1.

Roz = Rlez R(nf,al)(nz,eg) = R(&J,BQ)R(.&I,BI}
- Pas commutatif : R R, #R R




|. Positionnement
1.2. Représentations de la rotation : introduction

» Soit R, une matrice de rotation : - -

I I I
> R comprend 9 termes o P
N R=| 1, 1y Ty
o Il y a 6 relations indépendantes entre ces termes : B
rx-ryz() rx-r;tz(} ry-rzz() | 32 3 -
el =l =ll] =1 = noror
v Il'n’y a donc que 3 termes indépendants. -
7 h
1 Paramétrage angle/axe : o

¥

Toute rotation peut étre représentée par un axe
de rotation defini par un vecteur unitaire h autour /

duquel on effectue une rotation 6. - .

i 4 1 T3 =1

v+t —

6 = arccos| HL— 3 1 ro—r
2 h 13 31

2smé@| -7

» Le vecteur 6h définit entierement la rotation.




I. Positionnement

1.2. Représentations de la rotation : quaternions

» La rotation est parfois représentée par un quaternion unitaire :
7 Soit 9h=9[ b h T

v Le quaternion p équivalent est défini par :

T
_ — e . 6 .6 . 0
P—|: po pl pz ps :| o cos— sin—nh sin—~ sin—#h
2 27 27 2

z

v Avec: ||p||:1
1.2. Représentations de la rotation : angle/axe, exercice

v Trouver le paramétrage angle/axe de la rotation entre les reperes Roet R1 :

Yo Vi




1. Positionnement
1.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet

» Définition :
o 3 rotation successives autour des axes x (roulis, roll), z
y (tangage, pitch), et z (lacet, yaw) de R,,. 6,
Ry =R o) Riyo)Fixs, [
I i r l\/‘ y
v Il existe des definitions alternatives des noms X )g 0,

des axes et/ou de la rotation associée.

= Matrice de rotation :

6, —s6, 0 c6. 0 s6 I O 0

I

R,=| 56, c0, 0 0 1 0 || 0 6 -s6

I I

0 0 1 —-s6. 0 O 0 SQF_ ch

cBEcﬁt —SQECQr + cé?jsets@r SQESQF + 09359 tcé)r
=| $6,c60. 8,0 +s50s5050  —cOs50 +56:50.0
—s6 cGrSQr c6 c@r_

t t




1. Positionnement
1.2. Représentations de la rotation : roulis, tangage, lacet

» Transformation inverse : ,
v Trouver 0r, 6t, ha partir des rijde la matrice Ro. R = r,
v On definit 6. =arcsin(-r;,) i 31
v D’ou:
\
I ¥
0, =arctan2| —2L:—L
c@t c@u
: pour cos6. #0
I r )
6 =—arctan2| 2%;3
! co. ‘79:/

» Cassingulier : 6, :J_r%
v Roulis et lacet ont le méme effet. Gimbal lock en anglais.

o T _ r,=sm(8 —06,) 1,=cos(@ -6,
"2 |r,=cos(6,-6) r, =sin6 -6)

v On choisit 93:0:>9,=ar013112(”iz=’"22)

Br:—g :BE:O:>9r:—arctan2(r r )

127722




11. Positionnement
1.2. Représentations de la rotation : angles d’Euler

» Principe :
o Faire trois rotations successives d’angle a, B, v

autour des axes z, y et x du repére courant.

Yads s
» Matrice de rotation : cor —sor O | y
R, =R R R, avec R =| saa co 0 Y
0 0 1 |
cB 0 sB 1 0 0 B
R,=| o 1 0 |[R,=| 0 ¢y —sy
—sB 0 ¢f 0 sy cy Lo %a

cacf  coasPsy —socy cosPBey — sosy
- dou: R, =| sacB sosPsy+cocy sosPcy—cosy
—sf3 cPsy cPey




11. Positionnement
1.2. Représentations de la rotation : angles d’Euler

» Transformation inverse : roor. T
11 12 13
ROl: r21 rZZ r23
ﬁ:arcsﬁl(—rsl) i 51 T 13 |
A
r r
o = arctan2| —2— ; —1 LT
cosf "cosf )  pour fEEZ
)
r x
y =arctan2| —2— ; —3
cosff cosf3

T
ﬁ:E =0 y:arctanZ(qz,rn)

T
,8:—5 coe=0 y=-—arctan2(r,,.7,))




11. Positionnement
1.3. Attitude : définition

» L’attitude du repére R, par rapport au repere Ryest définie par la translation des origines
et par la rotation R, : (0001, Rm) :

O, :
1,
> Représentation Ty 3 coordonnées de translation
Une attitude p (pose en anglais) est définie p= T
de maniere minimale par 6 parametres : o
3 pour la translation et 3 pour la rotation : B 3 coordonnées de rotation :
Angles d’Euler, angle/axe, ...
Y




11. Positionnement
1.3. Attitude : Représentation

» Une attitude peut aussi étre représentée par une matrice homogene.

I La matrice homogene est aussi :
~ Un opérateur de changement de repére

~ Un opérateur de transformation rigide

v Matrice homogeéne de transformation Ro 0 (0 0 )
M _ 1 0 1
entre le repére Roet le repére R1 or
0O 0 0 1

— A

1.4. Matrices homogenes : changement de repere
- Ona:°P="(0,0,)+R'P

0
Coordonnées { °p ]: R, (0901) { 'p ]
0O 0 0O 1

homogénes

L




11. Positionnement
1.4. Matrices homogenes : transformation rigide

» La matrice homogeéne est un opérateur de transformation rigide

» Un opérateur de transformation rigide appliqué a tous les points d’un solide ne
déforme pas ce solide
» La matrice homogéene applique une transformation équivalente a la composition

d’'une translation et d’une rotation

1.4. Matrices homogenes : propriétés

» Composition :
Opeérateur de changement de reperede . _ 5, 3¢

coordonnées de points de R, vers R, 02 0177712
» Inverse :
T T
0 1 0 1

| Pas commutatif !




11. Positionnement
1.4. Matrices homogenes :

» Soit le robot :

o=<(y,.y,)
}3=<Ji(yl,x2)

d = translation suivant zo

» AvVec:

a1 la distance entre 1’origine de Roet celle de R1

~azlalongueur du premier bras
~azlalongueur du dernier bras
~ Les angles sont nuls lorsque le bras est horizontal

= Déterminer Mo1, M12 puis Mo2.




2. Cinematigue
2.1. Vitesse d’un solide : introduction

» Soient :

v Raun repeére lié a un solide en mouvement par rapport a
un repere Ro.

v~ MOL(t) la matrice homogene de transformation entre RO

et R1 en fonction du temps.

0 e T ] T
1 1 1 1

Mm(r){ (D) (1) }:“P(rh&l(r)‘mf;l(r) 2.1
1

0 Vitesse de translation /‘

de O, dans R,

Exemple:
v Soient :P un point d’un solide li¢ a R1 en mouvement
par rapport a RO;
v Le mouvement est la composition d’une translation verticale
de vitesse v et d’une rotation d’axe y0 et de vitesse ® .
< Pourt=00naR1=R0.




2. Cinematique
2.1. Vitesse d’un solide : exemple

c(wt)y 0 s(wt) 0
R, (1)= o 1 0 I.()=| vt

—sawt 0 cot 0

» Ona:

b

> D’ou:

—ws(wt) 0  wc(wt) 1 0
P(r) = 0 0 0 0 |+ v
0

—we(wt) 0 —ws(wr) ] 0

—ws(wt) 0
= v ="P(0)=| v
-

—we(mt)




2. Cinematique
2.2. \/ecteur vitesse de rotation : définition

< (C’est un vecteur dont I’axe coincide avec 1’axe de rotation, qui est dirige suivant
le « principe du tire-bouchon » et dont la norme est egale a la valeur de la vitesse
angulaire.

> Note : Dans [’exemple précédent, le vecteur vitesse de rotation de R1 par

rapport a RO est dirigé suivant y0 et a pour norme w.




2. Cinematique
2.2. \ecteur vitesse de rotation : application

» Application :
v Trouver la vitesse du point P lié au repere R1 qui

tourne suivant un vecteur v vitesse de rotation Q2

par rapport a RO

7 ona:|p|<|jf[or] sins

/ Deplus: vL1(0P.0)
v Et le sens de v est celui de la regle des 3 doigts.
Dol : v=0QxO0P

YE="Qx’orP) (22)

Vitesse de P dans le
mouvement de R, par
rapport a Ryexprime
dans R,




2. Cinématique
2.2. \ecteur vitesse de rotation : matrice anti-symetrique

v On definit :

T T
~ Les vecteurs : a=[ a, a az:l v=|: voov vz]

0 —a, a,
 Lamatrice AS(.) : AS(a)=| a. 0 -a_
—-a a 0
== y * —
0 D’Ol\J : ayvz—azvy

AS(ayv=| av_—av. |=axv= Uv(i = AS(GQ,)R01 ‘Pl (2.3)

av —ayv
x ¥ ¥ ox




2. Cinematique
2.3. Mouvement rigide

» Le repere R1 se déplace par rapport a RO en translation et en rotation : on parle de
mouvement rigide. Eq. (2.3) devient :

Svi = ASC"Q)R P+ v (2.4)

y

Vitesse de
[’origine de R1

v Sion compare (2.4) et (2.1) : AS("Q)ROF%ROI

2.4. Torseur cinematique
v En robotique, on a I’habitude de definir le torseur cinématique de la maniere suivante :

0,0
0 _ Yor
01— UQt]
Vecteur 6 X 1 des coordonnées de :
vitesse linéaire et angulaire de R,
par rapport a R, exprimées dans R




2. Cinematique
2.5. Composition des vitesses

. Soient ;

» °C,,le torseur cinématique de R,par rapport a Ry.

» 1C,, le torseur cinématique de R, par rapport a R;.

~ Loi de composition : . . 0
o | Hr'0,="0,

02 0.,0, _ 0.0

0..0,
/ Yo + Vio = VYo

Vitesse de O2 dans le mouvement
de 1 par rapport a 0 en figeant le
mouvement de 2 par rapport a 1.




