SYSTEMES LINEAIRES
MULTIVARIABLES

Chapitre 3 :Commandabilité et Observabilité




Plan de cour

< Introduction,

< Critere de commandabilité de Kalman,

< Commandabilité de la sortie,

< Critére d’observabilité,

< Dualité entre la commandabilité et 1’observabilité,

» Etude de quelques formes canoniques.




» En effet, ’utilisation de la représentation d’¢état suscite deux questions importantes :

v Est-ce que pour tout couple x, = x(t,) et x; = x(t1), il existe un vecteur de commande u(t) défini
sur ’intervalle[t,, t;] permettant de passer de 1’état x,, a I’état x4, c’est le probleme de commandabilite

du systeme.

v Est-ce que la connaissance de y(t) et de u(t) sur I’intervalle[t,, t;] permet d’obtenir x, = x(t;), c’est
le probleme d’observabilité du systeme.

» Ces deux propriétés sont nécessaires que ce soit pour la commande ou il faudra que le
systeme soit commandable, ou pour la synthese d’observateur ou il faudra que le
systeme soit observable. Pour cela, il sera nécessaire de partir d’une représentation
d’état minimale (commandable et observable) en eliminant (du modele) les parties
non commandables et non observables a la condition impérative que celles-ci soient

asymptotiqguement stables.




2.1 Commandabilité

» Un systeme décrit par un modele d’état est dit commandable si pour tout état xrdu
vecteur d’état, il existe un signal d’entrée u(t) d’énergie finie qui permet au systeme de
passer de 1’état initial xoa 1’état xren un temps fini. Un systeme est dit completement

commandable s’il est commandable a tout point de 1’espace d’état.

» Théoreme 1 : Un systeme linéaire est completement commandable si et seulement si :
rang[Q.] = n, c-a-d, Q. est réguliere ou n est I’ordre du systéme (nombre de
variables d’état) et

Q. = [BAB A?B ... A" 1B]

est dite matrice de commandabilité.

Exemple :




2.2 Observabilité

» On dit qu’un état x(t,) est observable, s’il peut étre identifié a partir de la connaissance de
I’entrée u(t) et de la sortie y(t) sur un intervalle de temps fini [to,t1]. Le systeme est dit
completement observable si V X(t,) € a [‘espace d’état, il est possible de restituer ou

identifier sa valeur a partir de la seule connaissance de u(t) et y(t).

Théoreme 2 : Un systeme linéaire est completement observable si et seulement si :
rang[Q,] = n, c-a-d, Q, est réguliere, ou n est I’ordre du systeme (nombre de
variables d’¢état) et

- C -
CA
Q, =| CA* est dite matrice d’observabilité.
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Exemple



2.3 Commandabilité/observabilité et fonction de transfert

» Dans cette partie, on montre la relation entre la fonction de transfert et ces deux propriétés
(commandabilité et observabilité) a travers un exemple. Soit un systéme d’ordre 4 :
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A est diagonale, donc :
La variable d’état x1 : est commandable et observable (CO)
La variable d’état x2 . est commandable et non observable (CNO)

La variable d’état x3 : est non commandable et observable (NCO)

vV v v v Vv

La variable d’état x4 : est non commandable et non observable (NCNO)
£, (t) = —x;(0) +u(t) =X,(s)=U(s)/(s+1)
(1) = —2x,(t) +u(t) = X,(s) = U(s) /(s + 2)
X3(t) = —3x5(t) =2 X;(5)(s+3)=0
Ka() = —3x,(1) =2X,(s)(s+4)=0
y(t) = x1(t) + x2(t) =U(s) = x1(s) + x3(s)




2.3 Commandabilité/observabilite et fonction de transfert

v Le systeme peut étre décompose en guatre sous-systemes (CO,CNO, NCO,NCNO)

comme . r sslzm X.(5)
T+1
U(s) . 55’:1”‘:' | Xa(s) Y(s)
g+ 2
55 :NCD
1 5
g+ 3
SS:N:‘ND Xﬁ{s)
g+ 4 "
v~ On calcule la fonction de transfert :
Si—l :11 0 0 .
¥(s) 0 = 0 0f 1
——=C(sI-4)*B=[1 0 - =—
0 0 g -

v Cependant, d’apres la représentation d’état ce systeme est d’ordre 4, donc, on peut
ecrire .. Y(s)  (5+2)(s+3)(s+4)
Uis) (s+1)s+2Ms+3(s+4)




2.4 Formes canoniques pour les systemes monovariables

v Soit la fonction de transfert d’un systéme donné, le systéme est supposé commandable et
observable, donc, la fonction de transfert n’admet pas de poles et zéros communs.

G(s) — Y(5) bBms™+bm_is™ .+ bis+by N(s)
() = U(s)  s"+a,,s"t.+as+a, D(s)

n=m

2.4.1 Forme compagne de commandabilité

v En effet, si le systeme est commandable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme
compagne de commandabilité.

V(s)¥(s) bys™+by_,s™*..+Dbs+bh

G(s) = Uis)Vis)  s"+a,_,s"l.+a,5+a,

v la forme compagne commandable:
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y(t) = [bg by b 0... 0] L‘




2.4 Formes canoniques pour les systemes monovariables
2.4.2 Forme compagne d’observabilité

v Sl le systéme est observable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme

compagne d observabilite.

Y(s) Dbps™+Dby i s™t++his+h

v Ondivise le numé ¢6) = e == T a5 ra, ¢ "= misfert par s

G(s)

CY(5)  bps™ M+ by s 4k by 4 hsTt N(s)

v la forme compagne observable:
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10 : —a,
01 0

RS 0 —ap-
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y(t)=[00..001]
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T U(s) 1+ apy s+ -+ a,;57" 4+ gos™ "~ D(s)




2.5.4 Concept de dualité

» |l existe une analogie entre les formes compagne commandable et compagne
observable, cette analogie est liée a la notion de dualite. On appellera systemes duaux
deux systemes définis respectivement par les équations :

Systeme S Systeme S
i(t) = Ax(t) + Bu(t) i(t) = ATx"(t) + CTu(t)
y(t) = Cx(t) y*(t) = BTx* (1)

» Ces systemes sont tels que :
1 Si S est commandable, alors S«est observable.
1 Si S est observable, S<est commandable.

I1 est donc possible de tester 1I’observabilité d’un systéme en vérifiant la commandabilité de
systeme dual.




3. Cas des systemes multivariables
3.1 Commandabilité

» Soit un systeme multi-variable linéaire représenté par le mod¢le d’état suivant

i(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

v avec:u(t) € R™ y(t) € RP A(nxn), B(nxm), C(pxn) et D(pxm)

» Suivant le critere de commandabilité de Kalman, le systeme est commandable si et seulement
sirang[Q] = n.Qc = [BAB A’B ...A" 1 B]

Ona:B = [bi.. bm] Qc=I[b bs..by,l|AbiAD, .. Ab,||A%b) A%, .. A%Dyy| ... |A" by A" 2hy oo AP 2Dy ]

» Dans un systeme multi-entrées (m > 1), la matrice Qcn’est pas carrée (Qc((n)x(nxm)), et

pour que le systeme soit commandable, il faudra trouver n vecteurs linéarement indépendants
dans Qcen utilisant la méthode suivante (méthode d’indice de commandabilité).



Indice commandabilité

v L’indice de commandabilité (IC) nirelatif a I’entrée wiest le nombre d’états que 1’on

peut commander par la seule entrée wu..
a. Choix par lignes

1- On construit le tableau suivant ;

2- On remplit le tableau ligne par ligne,

Aﬂl

=1

o| m|F

SlE b

o |

AJ.

AF!—I.

3- On indique les vecteurs linéairement indépendants en mettant une croix (X) dans leurs

cellules correspondantes

4- Une fois un vecteur linéairement dépondant aux vecteurs précédents est trouve, on met
dans sa cellule un zéro (0). Toutes les cellules se trouvant au-dessous de cette cellule sont
laissées vides car les vecteurs correspondants sont aussi linéairement dépendants.

5- On arréte la procedure dés qu’on trouve n vecteurs linéairement indépendants (n croix

dans le tableau).

6- L’indice de commandabilité nirelatif a I’entrée w: est égal au nombre de croix (X) dans la

colonne b

b. Choix par colonnes

v Dans ce cas on remplit le tableau colonne par colonne en suivant la méme procédure.




Indice commandabilité

Critere de commandabilité des systemes multivariables
- On calcule les indices de commandabilité ni, (i=1 ... m).
- Le systeme est dit commandable si ¥z, n, =n. |

- Dans ce cas, la matrice de commandabilité Q.se reduit a la matrice carrée réguiere
suivante :

Qc = [1by Aby .. A™7 b |Iby Aby .. A™72Dy | .. [Byy Abyy o AT D]

- On peut décomposer le systeme en m sous-systémes chacun d’ordre n: commandable par

Ui.
Critére d’observabilité des systemes multivariables - th
- On calcule les indices d’observabilité ;, (i =1 ... p). C A11T1_1
- Le systéme est dit observable si 2,7, = n. . lczi
- Dans ce cas, la matrice d’observabilité Qo.se reduita ¢, = CZA;Z_I
la matrice carrée réguliere suivante : c:,,
cpA
_cpflii"l_




