Chapitre 2 : Modélisation des systemes

2.1- Transformée directe de Laplace

L'analyse temporelle des circuits linéaires en régime transitoire nécessite la
résolution d'équations différentielles. Pour cela, nous allons introduire un outil
mathématique puissant, la transformation de Laplace.
Cette transformation permet d'associer, a toute fonction f(t), une fonction F(p) d'une
variable complexe p=o+jw. Elle permet de remplacer les opérations analytiques de
dérivation et d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété facilite la
résolution des équations différentielles.
2.1.1 Définition de la transformation de Laplace

Considérant une fonction réelle d’'une variable réelle s(t) telle que s(t)=0 pour
t<0, on définit sa transformée de Laplace L(s) comme la fonction S de la variable

complexe p telle que :

o

F(p) = L{) = [e ft)et pour t = 0
0

Avec :

f(t) =0pourt<O0

p : complexe indépendant du temps

F(p) = L {f(t)} : transformée de Laplace ou image de f(t)
f(t) : originale ou fonction objet de F(p).

2.1.1.a - Exemple 1

La figure 2-1 représente la fonction échelon unitaire u(t) ou Heaviside :

AU(t)

u(t) = /0 pourt<0
|

1 pourt=0 > t

Fig. 2-1 : Fonction échelon unitaire

L ) = Up je Plu(t)dt = I e Pdt = [e_pt}

0 0 P o
1
= Up) = —
P

2.1.1.b - Exemple 2
Soit a calculer L {f' (t)} connaissant L {f(t)}.

Ona: L{f(O}=Fp) = [, e P f(t)dt
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

En utilisant l'intégration par partie, on aura :

u = f(t) dv=e P dt
e Pt . -
du=f"(t)dt V= . Or:(uv)=uv+u' = |Ju'=uv-Iuv
T —pt e |" 17 —pt
—~  F(p)= J'e PUE(t)dE = | f(t) + —J'e PLE ()t
0 Pl Py
= fe ="l oy
PP
= L) =pF(p)-f0)
Si la condition initiale est nulle (f(0) = 0), alors :
L{f'(t) }=pF(p)
De méme, si toutes les conditions initiales sont nulles (f(0)=f'(0) = f"(0)=...... =0),

alors :
L{f"(t)} = p" F(p)
Dans ce cas la, I'équation différentielle (pour un systéme linéaire) liant I'entrée e(t) a

la sortie s(t),

ap" S(p)+..... +a,p S(p)+ag S(p]:bkp" E(p)+..... +b,pE(p)+by E(p)

(P) avec  S(p) =L {s(t)}

et E(p) =L {e(t)}

2.1.2 - Propriétés Usuelles de la transformée de Laplace
2.1.2.a - Linéarité

Si A; et A2 sont constants, on a :

L £y () + 0 fy (1)} =1y L{f) (1)) + 70 L {F (1))
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

2.1.2.b — Dérivation

L{f' (t)y =pF(p)—f(0)

f(0) représente la valeur de f(t) lorsque t — 0 par valeur positive puisque f(t) n'est pas
définie pour t<0.

Exemple :
cf{—f(t)} i{—f(t)}-p F(p)-pf(0)-'(0)
da
L4 i{—f(t)}—p F(p)—p? f(0)-p £'(0)-"(0)
dt3 t

2.1.2.c - Intégration

Soit a calculert {fotf(t)dt} = L{P(t)}, P (t) désignant une primitive de f(t) pour t>0.
Ona: L{P(t)}= [ e PP(t)dt

En utilisant l'intégration par partie, on aura :

u=P(t) dv=e™ dt

p
du=P’ (t)dt v=2 )y=uv+w = fu'=uv-[uv

=  L{P®)}= {P(t)e_pt:l + 1je—ptp'(t)dt = @+1je‘mf(t)dt
-p |, P? P P}

—  L{Pa) =1cf{f(t}+PE)O)

t

0

2.1.2.d - Changement d'échelle

Un changement de |'échelle des temps se traduit par le changement de la variable

"t-kt ou t-k/t " dans la fonction f. Soit a calculer alors : L{f(kt)} connaissant

L{f(t)}
. P
D'ou : L i (kt)} = E [EJ
De méme que : of{f(%t)} =k Flkp)
()
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2.1.3 - Théorémes relatifs a la Transformée de Laplace
2.1.3.a - Théoréme du retard — Translation
Soit a calculer L {f(t-T)}, c’est-a-dire la transformée de f(t) quand on fait un

changement d’origine des temps (Fig. 2-2).

f(t) -1)

V\ o /\
0

I t t

T

0
Fig. A-2 : Changement d'origine des temps
L =) =e® L) pour t >
Ona : L {F () =F(p) = J'e—m f (t)dt pour t =0

0

Lif k-3 =L{g 1)} =Gp)

G(p) = J'e—P‘ g(t)dt = J'e—m f(t—1)dt pour t>t
0 0
Car, par définition : flty=0 pour t<0
ou encore . flt—t)=g(t)=0 pour t<rt

Effectuons le changement de variable x=t-r<

G(p) = J'e‘p"“” f(x)dx = e‘F”J'e‘p* f(x)dx = e L{f (x)} = e P F(p)
0 0

Lif(t-1)y= e L (1) pourt >
2.1.3.c - Théoreme de la valeur initiale

Soit a démonter que :

f(0") = lim {pF(p)}

p—>ao

Ona: L (1)} = F(p) = j e f (t)dt

0

Ly =L W= [ )t =p Fp)-1(0)

0

—pt
quand : p—w | e — 0, donc 0=pF(p)-f(09)
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

f(0")= lim {pF(p)}

p—ow

2.1.3.d - Théoréeme de la valeur finale

Soit a démonter que :

f()= lim {p F(p)}
p—0

ow

Ona: L (1) = F(p) = je‘m f (t)dt
0

[+ &)

d _ [opt g _ +
c‘f{af(t)} = !e P (t)dt =p F(p)—f(0")

Si (p—0), Alors ( e —1). d’ou jf'{t}dt = Iin‘a{p F(p)—f(0")}
p—
0

w t
Or: jf'{t)dt = tIim f'(t)dr = tIim {f(t)-f(0")}

0
Donc : Iina{ p F(p)—f(D*)}=tIim {f(t)—f(0")}

p— —o

limf(t)= lim{pF(p)}

t—ow p—0

2.2- Transformée Inverse de Laplace
On peut exprimer la Transformée inverse, en utilisant les intégrales de Fourrier

et de Melin-Fourrier. Si F(p) est la Transformée de Laplace d'une fonction f(t), on a :

C+jowo
) = L7 Fp)}= o= [ Fphcp (t = 0)
i

C—jw

Ou c est une constante, appelée abscisse de convergence.
Cette méthode est difficile a utiliser et on préfere généralement :
v soit recourir aux tables de Transformées de Laplace. Dans ce cas, F(p) est
immédiatement reconnaissable dans la table,
v soit, lorsque la fonction F(p) n'apparait pas dans la table, décomposer F(p) en
fractions partielles et écrire F(p) en termes de fonctions simples de p pour

lesquels la Transformée de Laplace est toujours connue.
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

A noter que cette maniere simple de trouver la Transformée inverse est basée
sur le fait qu'il existe une correspondance unique entre la fonction temporelle et sa
Transformée inverse de Laplace du fait de la continuité de la fonction temporelle.

Soit F(p) = L {f(t)}
Si F(p) peut étre décomposée en termes distincts : F(p) = Fi(p) + Fa(p) + ...... +
Fa(P)
et Si les transformées inverses sont disponibles, alors :

LFE)} =L R+ L Fap) b+ + LT Filp) )

= fi(t) + it) + ... + f,(1)

2.2.1- Si F(p) ne contient que des péles distincts
F(p) peut, alors, étre décomposé en une somme de fractions partielles :

Fpy= 2P = @, 3 o,

AP) P+P1  P+P2 P+Pn
a_ — B(p) ( . F4 L1 4 H i — i n
= | ——(p+p;) a; . constante appelée " résidu au péle p = p;

Alp) P=P;

2.2.1.a - Exemple 1
’ _ p+3

Trouver la Transformeée Inverse de F(p) = IDGTY

_ p+3 R - . __ .y

F(p) = TEETE) 2 péles distincts: p=—-1, p=-2
- p+3
a, = 7(p+1)} =2
a, . a ‘ ‘ Lp+1)(p+2) >
=t s - | 3 i
P+l P+ af{L(mz)} _ 1
(P+N(p+2) p=—2
2 1 - - 2 - 1
F(p)= —= - = =LY FPr=L{ =) -L{—}
p+1 p+2 p+1 p+2
= fit)= 2et —e™ t=0
= fit)= e (2-e™) t>0
Remarque : Dans le cas ou le degré de B(p) > degré de A(p) dans F(p) = % il faut

alors diviser le numérateur par dénominateur, ensuite appliquer la méthode des

fractions partielles.
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

2.2.1.b - Exemple 2

_ p3+5p%4+9p+7

Soit : G(p) = (p+1)(p+2)

En divisant le numérateur par le dénominateur, on obtient :

p+3

CRI=P*2* T pD)

=p+2+F(p)

G(p)=p.1+2.1+F(p)

gty =L'{ G(p)} = %am +23t)+ L F(p)}  t

gty =L'{ G(p) =%8(t)+2.8(t)+ et2_et)  t

=0

=0

( voir F(p) dans I'exemple précédent )

avec (1) : impulsion unitaire et cla{ 8(t)}=1

2.2.2- Si F(p) contient des poles complexes conjugués

Soient p1 et p2 les 2 pdles complexes conjugués, alors :

F(p) - B(p) - oypP+dsy dqg + + a,
AP)  (pP+p1)P+P2) P+P3 P+Pn
. . o _ | B(p)
o4 et o, les résidus aux pdlespietpo: (ap+a, .)p=_p1 =|——=(P+p)p+ps)
A(p) p=—p;0Up=—p;
2.2.2.a - Exemple 1
Trouver la transformée inverse de F(p) = ptl
p(p2+p+1)
Ona: p?+p+1=0 pour p=-05+j 0,866
Donc : F(p) = _Prds + 2
(p+05+j0866)(p+05-j0866) p
. . - p+1
Avec : (@ip+ay b g5 joses = |——
p=-0,5-0,866

P

05-0,866

01(~05-]0.886) + o = o

(0,25 +] 0,866 — 0,75) + ¢, (~0,5— 0,866) = 0,5 — j 0,866
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

En égalant les parties réelles et imaginaires des 2 membres de I'équation précédente,
on obtient:

iy + Cly = —1

Glq — to =—1 d'OUZ Oy =—1 et o = D

Déterminons ensuite la valeur de a :

a= [F(p)p]p=o = I:piﬂ} =1
p=0

p2+p+1

Donc F(p) s'écrit :

1 -
Fp) =
9] p2+p+1

1 P
p (p+05+j0866)p+05—j0866)

1 P
P (p+05)? +(0,866)

_1 p+05 . 05
P (p+05)*+(0866)° (p+05)+(0866)

Ce qui donne pour f(t) (voir table des Transformées de Laplace) :
fty= L { F(p)}=1- e "' cos (0,866 ) + 5o & **'sin (0,866 1) (t=0)

2.2.3 - Si F(p) contient des pdles multiples

Soit p1 le pole multiple de F(p), r étant l'indice de multiplicité de ce pdle.

F(p) = —— AP)= (P+P1) (P+Praa)(P+Pri2 )P +Pp)

Alors F(p) s'écrit :

F(p) = B(p) = br + bl"—'1 + .+ b1 + ar+1 + ar—2 + .+ aI'I
AP)  (p+py)  (P+py) (P+P1)  P+Pra1 P+Pro2 P+Pn
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Chapitre 2 : Modélisation des systemes

avec . ay = [A({ ))(p Py }} (k=r+1,r+2, ......., n)
P=—Px
: _1|B) r
et: b, =5 {A(p)(pﬂLpﬂ :|p——p|

b 1) d[B® }
r—1 1ldp|:A(p}(p p1) .

b _=1_J'd_¥{@ }
r-j il l_dp' A(p}(p+p1} -

pP==P4

n—1
Remarque : o ! = b ent
(p+py)" | (n=T)

2.2.3.a - Exemple 1

Trouver la transformée inverse de F(p) = p;:f_i’)f
2
+2p+3 b 5 .
F(D)=% F(p) = 33+ 22+ ’
D P+1)° (P+1)° (P+1)
b {%(P+1)3L_1 = [p2 +2p+3]p=_1 =2
B(p) [d '
e { {W(p”) }L_;{ i P +2m+3)}p=_1 (20+2),, =0
_1].& [Bp) | _ .fi 1
Va2 {A(p)(p“) } - 2p+2}p=_1—2(21p=_1—1
Donc : f(t) =l '{ F(p)} =L 2 s L0 +cf'{ L }= 2+ e
(p+1)3 (p+1)2 (p+1)
1 ]
| 21 J
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Table des Principales Transformées de Laplace et leurs propriétés

Table . .
des Transformées de Laplace Propriétés des Transformées de Laplace
f) (t20) F(p) = LLHY)} f() (t20) F(p)= LLf(1)}
Impulsion unitaire ~
1 t ¢~ Pt f(4)dt
o0 (2 _ { £(t)
Echelon unitaire 1
- MA@+ doh(t) ME (p) + X E(p)
u(t) p
' df(t
t L /) pF(p)— f(0)
pZ dt
*f(2)
nl d 5 .
n n > p"F(p) — pf(0) — (0)
t p”l+| dt
. ¢ (r-n-1)
! d" £( ' onr . f(0)
—at T _ZNn-T \
€ a D +a (ffﬂ' p F(p) - Z p . (r-n-1)
- r=n+1 dt
hﬁ—at 1 5 t. z‘.. f.
' (p4+a)y | {1 { (... t).dt"
p - [[-f 0 F(p)
n —at o n. 00 0 —
the (p+ a)n_'—-l (avec conditions p
a wnitiales nulles)
1 p(p +a) 1
o | P
b—a F(kt) E'F I]
o (p+a)(p+b)
IL
f(;) k.F (kp)
sin(wt) 53 g
P ; ¢ f(t) F(p+a)
cos(wt) -5 f(t—1) )
P t+w e P F(p)
2puw pour (t =T
t.sin(wt) 5 55 ;
(7 + P .
— [ #=7)p(rr R (05 (p)
t.cos(wt) % 0
(p” +w)" d _
w t.f(?) —EF(P)
—at . -
sinfwt : :
¢ sin{wt) (p+ 9)2 + W? » f(t) fonction périodique de période T.
pra . netion définic sur la 1°° période de f(t)
(“_af.COS(L-JlL) fi(t) fonction définie sur la 17 période de f(1).
(P+a) +u _ A(p)
F(p)= PR
(n : entier positif) l—c¢
f(07) = tim {pF(p)} f(>) = lim {pF (p)}
p—ro p—
51 les limites existent
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2.3- Mise en équation d'un systéme - Résolution
2.3.1- Mise en équation

Nous avons dit précédemment que nous nous bornions a |'étude des systemes
linéaires. Donc, les équations rencontrées seront des équations différentielles linéaires
a coefficients constants.
Considérons un systéme quelconque A, le plus général possible, possédant une entrée
e(t) et une sortie s(t) (fig. 2-3).

—* ——

Fig. 2-3 : Représentation d’un systéme quelconque a 1 entrée et 1 sortie
Si on applique un signal a I'entrée, on recueillera, a la sortie, un signal qui sera liée au

signal d'entrée par une équation différentielle de type :

v Les coefficients ai et bj sont les parametres du systéme et ils sont sensés étre
connus, ce qui est le cas dans la pratique pour la plupart des systémes
courants. Ils représentent diverses constantes de temps et divers coefficients
de proportionnalité accessibles a la mesure.

v La difficulté de la mise en équation réside surtout au niveau de la connaissance
du processus lui méme. En réalité, I'équation différentielle a laquelle on arrive
n'est souvent qu'une approximation qui consiste a négliger des termes d'ordre
plus élevé. Cette précision suffit dans la plupart des cas, bien qu'une étude plus
poussée soit quelque fois nécessaire.

v' Une fois I'équation du systeme établie, il faut exprimer la valeur de la sortie en
fonction du temps pour connaitre les régimes permanents et transitoires. Pour
cela, il existe 2 méthodes

2.3.1.a- Méthode Classique :

Consiste a résoudre I'équation différentielle décrivant ce systéme, c'est-a-dire trouver
une réponse forcée et une réponse libre pour le systéme. Mais cette méthode ne
permet pas toujours de trouver une solution et peut amener a une difficulté de
résolution dés que I'ordre de I'équation différentielle dépasse 2.

2.3.1.b- Méthode Opérationnelle :

Basée sur le calcul opérationnel ou, essentiellement, sur la transformée de Laplace qui
mettra en relation, une fonction de la variable du temps f(t) avec une fonction de la

variable complexe F(p) dépendant de la pulsation.

( 1
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et Méthode classique (ordre < 2) . s(t) =°f"' [S(p)]

A

Transformée de
Laplace du signal
d'entrée

Transformee inverse de
Laplace du signal de sortie

Calcul
opérationnel

v

L le(t)] = E(p) > S(p) =L [s(t)]

Fig. 2-4 : Détermination de la sortie du systeme par la méthode classique et par le
calcul opérationnel
2.3.2 - Utilisation de la transformée de Laplace
En appelant S(p) et E(p) les transformées de s(t) et de e(t), si on prend la
Transformée de Laplace des deux membres de I'équation différentielle :

d"s de
an dtn+ ...... +a1—+a[}5 bkwﬁ- ...... b1—+boe
On aura
a, p" S(p) +...... +a,pS(p)+ag S(p) = by |:::k E(p)+...... +bypE(p)+bg E(p)
D’ou
b, p* +...... +b,p+b
S(p) =k P20 Ep)
a,p o +a, p+ag

Si I'on connait I'image E(p) de e(t), il est facile, gréace aux tables de transformées de
Laplace, de revenir a I'original de S(p).
D'une maniere générale, cette notation n'est valable que si :
v Le systeme est linéaire a coefficients constants,
v' Toutes les variables et leurs dérivées sont nulles pour t<0 (le systeme part du
repos absolu),
v Le systéme est dissipatif, donc sa réponse tend, plus ou moins, vers un régime

permanent indépendant des conditions initiales.
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