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Exercice n°]]

Calcul des transformées de Laplace directes :

1a) | fy=¢ "
0 o0 o0 6—(p+a)t oo
F(p)=L{ f(t)}= f e Pt f(t)di= f e Ple gt = f S LN e
1
F =
= F(p) o
Jwt —jwt

1.b) | f(t) = cos(wt) | sachant que : cos(wt) = e rer +2€

1%¢ méthode (d'aprés les tables de transformées de Laplace) :
1 . .
F(p)=L{f(t)} = 2 L{e} + L{e 7"}
1 1
— + ;
p—Jjw p+jw

p
= Flp)= 21—
p2 —I—w2

= Flp)=

pta

2°™ méthode (a partir de la définition de la transformée de Laplace) :

Fp)=L{f(t)}= f e Pt f(t)dt= f e P! cos(wt)dt
0 0

o

car: L{e }= o

00 00 00
1 7 . 7 . 1 . 7 .
_ 1 pt_jwt pt Jwt _ L (p—jw)t (p+jw)t
= F(p) 5 {e e dt—l—fe e Udt 5 fe dt—l—fe dt

0 0

0

1 1 1 _ 1
= F(p)== — + , car: ef{eat}=—
2lp—jw  pt+gw p+a
p
= Fp)= 5"
p-tw
10) | f®=t" n>1
o0 o0
Fp)=L{f()}= [ fltyde= [P i"dr
0 0
En utilisant l'intégration par partie, on aura : wn'=u'v+uv' = fuv' = uv — fu'v
Avec: u=t" dv=e Plat
du=n. "t v= &
—-D
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= F(p)=L{t"}= —l[t”eptzo
D

L ———
Tend wvers 0, lorsque t—o0

o0
+ = et lar = 2 o]
Py p

(e_pt tend plus vite vers 0

que netendt" vers o).

Tend vers 0, lorsque t—0

tn—l }

noln=2 prn-3y.

n—2)..1 L1}

n

: échelon unitaire

= F(p)= cf{t"}— L{" " }= )= 2
p p p
L Fp)=L{m}= ROZIn=2 iy L{ = M=
p p p p
L F(p)= L{" )= ”—Tfl car:L{1}=L{u)}=L  u)
p p
= F(p)=dL{1"}= n+1
5 2t —at
1.d) fity=1"¢e sachant que : Lie g(t)}: G(p+a)
et: cf{ £ }— (voir exercice 1.c)
p

B B 5!
Flp) = L)} =

41

le) | f()=31-e ")

Flp)=L{ft)}=3[L{1}-L{c¥}] =3 %_

12

= Fip)= p(p +4)

A 0<t<LT

1.f f(t) =
) ® 0 atlleurs

f(t) est, en fait, la somme algébrique de 2 échelons unitaires :

partant de t=T, mais de signe négatif.

p+4

le premier partant de t=0, le second

(1) Au(t) —AU(t-T)
A A T T
Q! Q!

0 T 0 " A
= f(t)=Alu(t) — ut —T)
= F(p)=L{ f(t)}=A|L{u(t)} - L{u(t - T)}]
= F(p)=Al—le*Tp ar: L{g(t-T)}=e TP G(p) (pourt>T)

p
Solutions TD n® 1 : Rappels sur les Transformées de Laplace TD1-3




_e Iy
- F(p):AL
p

Ae ™ o<t<T

1. f(t) =
9 © 0 atlleurs
A 0<t<T
Soit: g(t)= . > ft)=e " g(t)
0 atlleurs
1-— e_Tp

or: L{g(t)}=G(p)=A——— (voir exercice 1.f)
p

= Fp)=L{ft)}=L{ e gt)}=GClp+a)
l_e—T(p—i-oz)

= F(p)=A
() »+ o

1h) | fm=e "t —2)

—2
L{ut—2)}= e 7 car : of{g(th)}:e_TpG(p) (pourt>T)
D
e—2(p+0.5) ot
= Fp)=L{f(t} = ——F car : L{ e . g(t)}= G(p+a)
p+0.5
_ 2
1) 0=

1%¢ méthode (d'aprés les tables de transformées de Laplace) :

Fp)= {10} = 5| x| = =

n!
—_— == car: L{t"}= (voir exercice 1.c)
241 3 1
T p p"t

2°™ méthode (a partir de la définition de la transformée de Laplace) :

00 00 2
_ _ t
Flp)=L{ft)}= [P ft)dt= [ e P —at
(0)=L{f(t)}= [ jdr= [ -
0 0
En utilisant l'intégration par partie, on aura : wn)'=u'v+uv' = fuv' = uv—fu'v
t2
Avec : us o dv=e Pldt
du={.dt v=S
—D
o0 0
1 _pt ] 1 _ 1 _
= F(p)= ——[t2e pt —|——fte bt dt:—fte Pt
2p 0 P P

Tend vers 0, Vlorsque t—o00
(e ' tend plus vite vers 0

que ne tend t* vers oc).
Tend vers 0, lorsque t—0

Solutions TD n® 1 : Rappels sur les Transformées de Laplace TD1-4




En intégrant, de nouveau, par partie, on aura : ' =u'v+uw'= fm)' = uv — fu'v

Avec : u=t dv=e Plat
—pt
e
du =dt V=
iy
(0.} 0
1 11 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
= F(p)=— ——[te pt}oo +—fe Ptdt :—2fe pt dt:—g[—e Pt}oo:_g
p p 0 P P p p
Tend vers 0, lorsque t—o0
(e P tend plus vite vers 0
que ne tend t vers 00).
Tend vers 0, lorsque t—0
. . T
1.j) f(t) = sin(2t + Z)
Rappel :
> o in t)—i jwt  —jwt
e!*" = cos(wt) + j.sin(wt) Siwt) = 2 € €
=
— Gt .. . .
e 7" = cos(wt) — j.sin(wt) cos(wt) = %[&wt n e—]wt]
Jwt 1
ety = —L 1
Or: ' p—iw car : of{e_at}=—
c‘f{e—]‘”t} = : p+a
P+ jw
1 1 1 .
o {sin(wt)} = —,[ R L{sin(wl)} = ———s
2jlp—Jjw p+jw P tw
= = P
L{cos(wt)} = 11 ——— 1 . L{cos(wt)} = 5—
2[p—jw  pHjw ptw
f(t) = sin(2t + z) = sin(2t).cos(£) + sin(z).cos(Qt) = L[Sin(Qt) + cos(2t)]
4 4 4 V2
o F(p)= L{10} = —=[Lisin@0)} + Lleos(20)}] = = |+ 2
V2 2(pP+4 pP 44
1 p+2
= Flp)=—=——
(v) V2 p2 +4
_ —0.5t .
1.k) fit)=e sin(wt) + cos(wt + )
. w
Ona: d{sin(wt)}=—5—5
pTtw
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= L{e " sin(wt)} = w

(p + 0.5 +

Et: cos(wt + ¢) = cos(wt)cos(p) — sin(wt) sin(p)

L{e . g(t)}= Glp+a)

L{cos(wt + )} = cos(p)f {cos(wt)} — sin(p)L {sin(wt)}

L{cos(wt + )} = cos(p) 7 —]I'iw2 — sin(p) —

w

Donc: F(p)= L{f(t)} =

_ p.cos(p) — w.sin(p)

p2—|—w2

@) — w.sin(p)

1) ity = t.e .5t — 1)

L{st)}=1 = L{ét-D}=ePli=e

= cf{ e at.&t—l)} = e—(p+a)
= L{te st —1)}= e PF

( +0.5)2—|—w2 P+ w

(t) : impulsion de Dirac

2 2

car : L{g(t-T)}= e P G(p)
car : f{ e 9(t)} = G(p+a)
car : ef{ t.g(t)}= —%[G(p)]

u(t) : échelon unitaire

1m) | () = tu(t —2) + sin(2nt — %)u(t -3)

Soit: f(t)=f,(t)+ f,(t) Avec: f(t)=tu(t—2) et f(t)= sm(27rt—z) u(t — 3)
L{f(t)}=L{fi)}+L { L)}
« Calculons en premier lieu: o { f,(t) } =L { tu(t —2)}

> 17° méthode : utilisation de la propriété ef{ t.g(t}} = —% [G(p)]

L{ut)}=1
p
ef{ }= %6—2;) car : ef{g(th)}z 6—Tp G(p)
— 6_2 -D— .6_2
B M(t_m}:_( I s (vt~ (G
= JL{ t.u(t—g)}:(1—|—2p+)e2p

> 2°™ méthode : utilisation de la propriété cf{g(th)} = 1P G(p)
L{tut—-2)} =L{({t—-2+2)ut—-2)}
=L{(t-2ut—2)}+2.L{ut—-2)}

1

or: L{ut)}= > = SL{ut-2)}= %6_2]) car:L{g(t-T)}= e P G(p)
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Et: L{t}=L{tut)}= % (fonction rampe)
p

= L{t-2}=L{(t—2alt—2)}= e
D

ponc: L{ tu(t—2)}= %6_217 solo2

p
142 p
= L{tu(t—2)}= %
p
> 3 méthode : utilisation de la définition de la transformée de Laplace
L{ tu(t —2)}= ftu e Pt
o0
f tu(t —2).e Pt + f tu(t —2).e Pt = f te Plat
—0, car u(t—2):0 . (t—2):1
En intégrant par partie, on aura : ' =u'v+uw'= fm)' = uv — fu'v
u=t dv=e Pldt
du = dt V= ¢
—D
17 _ _ _
L{tut-2)}= [t [ += f Pt gt= e Pt
p 2 p
Tend vers 0, lorsque t— o0
(e P tend plus vite vers 0
que ne tend t vers 0o).
Différent de 0, lorsque t—2
—2p —2p —2p
2e 1 _pt]©  2e e
L{tut-2)} = +_2[_6 pt} - +
p p 2 P p
142
= L{tut—2)}= %
p
« Calculonsensecondlieu:  L{f,(t)}=L{ sin(2nt — g)u(t -3)}
sin (27t — %)u(t) = sin(27rt).cos(%) - sin(%) cos(2mt)|.u(t)
T 1
sin(2nt — —).u(t) = —=|sin(27t) — cos(27t)|.u(t
( 4)()ﬁ[() (2mt)]-u(?)
. . w
L{sin(wt)} = L{sin(wt) u(t)} = 5——
P tw
Or: D
L{cos(wt)} = {cos(wt).u(t)} = 5
P tw
TD1-7

Solutions TD n® 1 : Rappels sur les Transformées de Laplace




1

- f{ sin(2nt — %).u(t)} = —|L{sin(2rt)u(t)} — L{cos(2mt).u(t)}]

2
:>¢=f{sin(27rzf—£).u(zf)}:L 227T 5~ 5 P 5
4 V2| p? +4r® p? +4r
. ™ 1 27 —p
= L{ sin2rt — ) ut)} = —
(sintemt =D} = "L

. ™ 1 27T—p -3
=L sin2rt — —)u(t —3)} = =—-—"5¢ °P
{sinmt = Dt =3} = "0

. Finalement:  F(p)= L{f(t)} =L{f ()} +L{ f.(t)}

1+ 2p)e_2p 1 2r—p _3p

= F(p)= + =3¢
) 2R - B
oy |1 +2p) e ? 2r—1p

= F(p)= |2 o oD
\/§p + 4

car: L{ g(t-Th}=¢""G(p)
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Exercice n°2

Calcul des transformées inverses de Laplace :

28) | F(p)=
p(p+1)(p—2)
3 polesréels (0;-1;2) = F(p):Z[é+i+L]
p p+1l p-—2
A: lim . 1 —_ — —
p—0|" F(p+1)(p—2) 2
= {B = lim M 1 _ 1
p——1 pw(p—Q) 3
C = lim M 1 _1
p—2 p(p+1) (p~7)| 6
_1 1 1
= F(p)=2 é+ 3 + 6
p p+l p-2
1 1 1 4 1 9
= fit)=LT{F(p)} =2|-=+=¢ " +=¢ t>0
2 3 6
1/, =
:»f(t)z—1+§(2e L) >0
+2
2b) | Fp)=— (p+2)
p° +2p+2
Degré du numérateur > Degré du dénominateur (n=m=2) =

Avant le

développement en

fractions partielles, il faut réécrire F'(p) en opérant une division euclidienne du numérateur par le

dénominateur.

p* +2p :p2+2p+2—2:1_2 1
PP +2p 2 pP4H2p 42 P2 +2p+2
—
F(p)
2 2 _
F(p): 2]9 +2p :p ;‘2]7—1—2 2:1_2 . 1
p° +2p+2 p° +2p+2 p°+2p+2
[ —

K(p)

F(p)=1-2.F,(p) = ft)=LT{Fp)}=LT{1}-2L'{F,(p)}

F,(p) a2 poles complexes conjugués (-1 + j)

= F(p)= 1 - 1 _ 1
TPy (Al +l-0) (pr1P 1
. w —at - w
or  L{sin(wt)l=——"—= et L ie " sin(wt)p =
{ } P’ + o { ! (p+a) +o?

= fit)= LT{F(p)}=¢tsint) >0
= f(t)= LT{F(p)} = 6(t) —2¢ "sin(t)  t>0
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2
2p" +Tp+8
20) | Fp=H——LT2
p°+3p+2
Degré du numérateur > Degré du dénominateur (n=m=2) = division euclidienne
2p> +Tp+8=2(p” +3p +2)+(p+4)
4 4
Fp)=2+—5212 94 P
p” +3p+2 (p+1)(p+2)

K (p)

F(p)a2 poles réels (-1 ; -2) = F(p) = A B

w1 (r+2)

(p+4)
A= lim -3
p—-—1 (pFT) (p+2)
=
: (p+4)
B = lim . S—
pa—Qngﬁ(p+Dng5

L3 2
(r+1) (p+2)
= f(t)= e {F(p)} =260t)+ 3¢t — 272 >0

= F(p)=2

5p + 16
2
(p+2)"(p+5)

2.d) F(p) =

A . B cC
(p+2?% (p+2) (p+5)

1 péle double (—2) et 1 pdle réel (-5) = F(p)=

. 1 5p + 16
A= lim EM =2

p——2 M(p +5)
. 1(d 5p + 16 )
B= lim |—{— . = lim
1| dp M

a
dp

5p + 16
(p+5)

9

lim |——
(p+5)

p—>2

=1

b2 T (p+5))|] r=2

5p+ 16

Cplimsw'(pﬂL?)QM]l

(N DN
(p+2° (p+2) (p+5)
A1 A - : ~a
J’,{p_Q}:t :»I’{w—zﬁ}:te ! car: L7{ Glptal}= e gt
= f=LT{F(p)} =2t +e 2~ t>0
= f(t)= (2t +1)e " —e t>0

F(p)=2
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2(p+2)

2.e) Flp) = —
p° —2p+2
F(p) a2 poles complexes conjugués : (1 +j)
2 2 —
= F(p)= (Z.H_) N =2 ZH;? 5 =2 pzl 5 3 12 D
(p—1+j)p—1-3) (p—1)°+1 (p—1)"+17  (p-1)7 +1
N g {e_at sin(wt)} = u;
(p+a) +w2
or 1
N g {e_at cos(wt)} = P —; ¢
(p+a) +w2
= f(t)= L7 {F(p)} = 2|’ cos(t) + 3¢ sin(1)| t>0
= f(t) = 2¢! [cos(t) + 3sin(t)] ¢ >0
9(p+2
20 | Fpy= 22
p (p+1)(p+3)
1 pole double (0) et 2 poles réels (-1 ; —3) = F(p)=£2—|—§+ ¢ D
p p» (p+1) (p+3)
A= lim |17 ot W1y
=007 (p+1)(p +3)
2
B lim i'i 5(p+2) — lim 5(p+1)(p+3)—2(p2+2) — 25
0 d |72 e +3))]| 0 {(p+D(p+3)
: 5(p+2)
C = lim X ;)
pﬂ1Mp2M(p+3) A
: 5(p+2)
D = lim ) =9
PHBMpQ(p—i—l)M s
10 25 5 5
b B B s
¥ p  (p+1) (p+3)
10 25 5 _ 5 _
= ft)=LT{F = —Zut)+ e+ 23 >0
f= 2" (PO} == a4 2t + 2 0>
Sty =0 2t D B 5y
3 2 18 9
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Solution d’exercice N°3

Trouver la transformée de Laplace de 'équation différentielle suivante :

L P
dt? dr L FT

Pour les cas suivants :

oy T d
1) Conditions initiales : x, = 4, f =3,
La transformée de Laplace d’une dérivation d’ordre n avec des conditions initiales non

nulles est :

d”f(l‘)] dernt _, df(0™) d" 7 f(07)
I = nF — T 0 — T 7 = - - - -
[ T p"F(p) —p"  f(07) —p g Tt
D’aprés la loion a:

Avec:xc,=4,%=3

-
s

x . dx, .
L ]=p‘X(p)—pxg——=p‘X (p)—4p—3

elt? et

dx
Pour —, n=1
dt

c [3%] =3 [%] = 3(p X(p) — 4) = 3pX(p) — 12
d?x

£

dx , >
43— 42x=5|=p X (p)—4p —3 +3pX(p) — 12 + 2X(p) ==
dt* dt p

5+4p®+ 15p
p

. 5
X[p][p‘+3p+2]=£+4p+ 15 =

4p+ 15p+ 5
p(p*+3p +2)

X(p) =

2) Conditions initiales nulles.

dxg

At=0x,=0-2=0

d2x dx . 5

Ll—=+3—+2x=5|=p*X(p) + 3pX(p) + 2X(p) = -

dt? dt P
5

X(p) =

p(p?+3p +2)




Solution d’exercice N°4
Soit un systeme dynamique d’écrit par I'équation différentielle suivante :

a® }nr} ri_‘,lr}

ded

(a0 _

+10——=10.17(t)avec y(0) =y, €

1) Trouvez l'expression de Y(p).
L[y + 10y = 0.1r] = p?¥(p) —py(0) — 7(0) + 10(p¥ (p) — y(0)) = 0.1R(p)

Y(p)(p® + 10p) = 0.1R(p) + y(0)(p + 10) + ¥(0)
1

Y(p) = m}’l

0.
o(p + 10) (P:H'

2) Calculez y(t) si yo=y1=0 et r(t)=1. £[r(t) = 1] = R(p) =$

R(p) = 0.1 A+B+
P = . .= -
pi(p+10) p* p

I ya deux méthodes pour calculer A, B, C

C

1,.? R
() = p+ 10

0.1
p(p +10)

1¢re méthode :

A B C A(p+10)+Bp(p+10)+Cp> (B+C)p*+(4+10B)p+ 104

F+p+p+1u_ p*(p +10) a p*(p +10)
Par analogie avec - +m} ona:
B=-C
B+C=0 P [c=u.uu1
A+10B=0 = 10 = B =—0.001
104=0.1 2221 oo1 A=0.01
2ieme méthode :
A =p2ﬂL = 0.01
prp+10)l _,
B=£[p2ﬂL” =% |~ o001
dp " p(p+ 100l _;
C=(p+ 103#‘ = 0.001
pilp+10)__,,

[l:l.l:ll 0.001 l].l]l:ll]

-

y(&) =7 y(p]=2"" 2 T

y(t) =0.01t—0.001 + 0.001 e~1%¢




3) Calculez y(0) et y(=) en utilisant les théoremes de la valeur initiale et de la valeur
finale.

e Théoréme de la valeur initiale
li t)= li F
Jim f(8) = lim p F(p)

0.1 1 0.1 0.1
p—++ton ‘,‘!:I—:*+ﬁl: p(p + 1':':] b ‘.!J—?-I'ﬂ: pP- + 1':'?:] ‘,t:l—?*+ncp2 (1 + E)

e Théoréme de la valeur finale
lim f(t) =lim p F(p)
t—+oo i

(o) =i V(o) = i 0.1 1 i 0.1
oo ) = = _ - = —_—
’ pool T P plp+10) s poop(p + 10)

Exercice N°5

Soit le circuit électrique illustré par la figure suivante :

i(t) L
R : est une résistance

L: i
Ue(t) R est une mductgnce, ,
u_(t) : est la tension d’entrée

i(t) : est le courant

1) Etablir 'équation différentielle i(t).

Uy = L# + R i(t)
d;[t]
" —L[t] = —u (1)
2) Trouver I{p) en fonction de U_(p), R et L pour les conditions initiales nulles.
di
1@) = £[50 1 R ity = L)
1
1) =L ,)
p + A

3) Calculer z(tj « solution de I'équation différentielle » pour U,(p) =E et U,(p) = fj,
deduire i(t) pour R=10Q, L=10mH et E=100V.
1ercas U, (p) = E




E
;@:iﬁ:%(_l

R
p"‘f P+E
E 1
(B = L UE) = L7 - —
p+T
E 1
p+T
E _E
i(tj=EE Lr
N £
2°me cas U, (p) = -
_1& E_ ElL _A B
I(p)=—"%.—= - _
p+7 P p(p+7) P p+
E/}L E
A=p m _R
_|__
p(» L)FD
_(p—i-ﬁ) E/}L __E
B L R R
P+,
EfR_EfR Ef1 1
I(p) = R 7 —
p+f P P+E

Pour R=10Q, L=10mH et E=100V.

1€ cas :
E _E_ 100 =10

i(t) =—e L' = ——el0l" = 10% 710"
L 0.01

2¢me cas

i(®) =g[1_ e-iir] _ 101 - e 1]




