Chapitre 111

Les fonctions réelles a une variable réelle

1 Notions de fonction

1.1 Définitions

Définition 1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application

f:U—R, ouU est une partie de R.

En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le domaine de

définition de la fonction f.

Exemple 1.1 La fonction inverse :

f:]—00,0[U]0, +00]

8 | g

—
T —

Le graphe d'une fonction f: U — R est la partie I'y de R? définie par

Iy ={(.f(z)) |z U}.

1
Le graphe d’une fonction (& gauche), I'exemple du graphe de = — — (& droite).
T
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/"\u

1.2 Opérations sur les fonctions

Soient f: U — R et g: U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On

peut alors définir les fonctions suivantes :

o lasomme de f et g est la fonction f+g¢: U — R définie par (f +g)(z) = f(x)+ g(x)
pour tout x € U ;

o le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(z) x g(x)
pour tout x € U ;

o la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A - f : U — R définie par

(A f)(x) =X f(x) pour tout x € U.

1.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 1.2 Soient f: U — R et g: U — R deux fonctions. Alors:
e f>0si VzeU f(x)>0;

f>0si YeeU f(x)>0;

[ est dite constante sur U si Ja € R Ve e U f(z)=a ;

f est dite nulle sur U si Yr € U f(x)=0.

Définition 1.3 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

e [ est majorée surU si AM € R Ve e U f(x) < M ;
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III.1 Notions de fonction

e f est minorée sur U si Im e R Ve e U f(z) >m ;

o f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si M €

RVzcU |f(z)] <M.

Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

1.4 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

f est croissante sur U siVa,be U a<b = f(a) < f(b)

f est strictement croissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) < f(b)
f est décroissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) > f(b)
f est strictement décroissante sur U si Ya,b € U a <b = f(a) > f(b)

f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

Voici le graphe d’une fonction strictement croissante
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. . . [07 +OO[—> R . .
Exemple 1.2 e La fonction racine carrée est strictement croissante.

T —>\/T

e Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :]0, +oo[— R sont stricte-

ment croissantes.

. R ]R . . . 7/ .
e La fonction valeur absolue n’est mi croissante, ni décroissante.
z— |z
_J[0,400[— R . .
Par contre, la fonction est strictement croissante.
z— |z

1.5 Parité et périodicité

Définition 1.5 Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire de la
forme | —a,a[ ou [—a,a] ouR). Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On

dit que :
e festpairesi Ve el f(—z)= f(x),
o f estimpaire si Yx € I f(—x)=—f(x).
Interprétation graphique :

o f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a I’axe des ordon-

nées (figure de gauche).

 f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine (figure

de droite).

ANVA

1/ x

Exemple 1.3 e La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est

mpaire.
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I11.2 Limites

Définition 1.6 Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f
est dite périodique de période T si Yz € R f(z +T) = f(z).

Exemple 1.4 Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques. La fonction tangente est

T-périodique.

2 Limites

2.1 Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit xy € R un point de I ou

une extrémité de I.

Définition 2.1 Soit ¢ € R. On dit que [ a pour limite [ en xq si

Ve>0 36>0 Veel |r—x<d = |f(zx)—{] <e

On dit aussi que f(x) tend vers { lorsque x tend vers xo. On note alors lim flz) =1 ou
T—>T

bien lim f = (.
xo

B et

[
de

L

Remarque 2.1 o L’inégalité |x — xo| < 0 équivaut a x €)xg — J,x0 + 0.
e L’inégalité |f(x) —l| < € équivaut a f(x) €]l — €, + €]

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, zo[U]xg, 0] .
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Définition 2.2 e On dit que f a pour limite +00 en xq si
VA>0 30>0 Veel |z—xg <0 = flx)>A

On note alors lim f(x) = +oo0.
T—T0

e On dit que f a pour limite —oc en xqg Si
VA>0 30>0 Veel |z—x<0 = f(z)<—-A

On note alors lim f(x) = —oo.
T—T0

e e — =
1

&

2.2 Limite en l'infini
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =|a, +o0o] .

Définition 2.3 e Soit ¢ € R. On dit que [ a pour limite { en 400 si
Ve>0 dB>0 Veel z>B = |f(z)—{ <e¢

On note alors xgrfoof(x) =/{ ou ng%f =/.

e On dit que [ a pour limite +00 en 400 si
VA>0 3dB>0 Veel z>B = f(z)>A

On note alors lim f(z) = 4o0.
T—+00

On définirait de la méme maniere la limite en —oo pour des fonctions définies sur les

intervalles du type | — 0o, al.
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IT1.3 Unicité de la limite

J -

Exemple 2.1 On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :

) " _ " 400 sin est pair
e lim 2" =400 et lim 2" =
pHeo FTee —00 sin est impair

1 1
e lim () =0 et lim () =0.
rz—+oo \ " r——o00 \ "
2.2.1 Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, xo[U]x, b].

Définition 2.4 e On appelle limite a droite en xo de f la limite de la fonction f

]IOvb[
en xo et on la note lirP f-
Zo
e On définit de méme la limite a gauche en xg de f : la limite de la fonction f en

la,zo|

7o et on la note lim f.
%o

e On note aussi zli_gﬂlo f(x) pour la limite a droite et JEE}O f(x) pour la limite a gauche.
> <

Dire que f: I — R admet une limite £ € R a droite en xg signifie donc :

Ve>0 36>0 zop<z<zo+d = |f(z)—{| <e¢

3 Unicité de la limite

. Si une fonction admet une limite, alors cette limite est um’que.'
Proposition 3.1

Proposition 3.2
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

Exemple 3.1
f:R—R

2r+3 st x>0
xTr ——

dr+5 st <0
On a

iii% f(x)=3et }cli% f(z) =5 Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite en 0.
> <
Soient deux fonctions f et g. On suppose que x( est un réel, ou que g = +o0
Proposition 3.3 Si l;cronf =(eR et l;crong =/{ €R, alors :
. lg.n(/\f) = X0 pour tout A € R
. l;ron(f—i-g) =(+ 1
. l%ﬁron(fxg)zéxﬁ'

1 1
e sil #0, alorslim— = 7
zo

1
De plus, silim f = 400 (ou —oc0) alors lim — =0
o o

f

e si h est une fonction bornée et lim f = 0 alors lim(h - f) = 0.
xo o

Proposition 3.4 ( Composition de limites )

Silim f =/( et ligng =/, alorslimgo f = /.
xo o

Proposition 3.5 e Sif<getsilmf=CeRetlimg=/¢€R, alors{ <.
fy) xo
e Si f<getsilimf=-+oc0, alorslimg = +o0.
Zo o

o Théoreme des gendarmes

Sif<g<hetsilimf=1limh=/¢¢cR, alors g a une limite en xq et limg = /.
xo xQ o
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4  Continuité en un point

4.1 Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 4.1 e On dit que f est continue en un point xo € I si

Ve>0 36>0 Veel |z—x9<d = |f(x)— f(zo)| <e€

c’est-a-dire

lim f(x) = f(zo)

Tr—rxQ

e On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

On note C(I;R) ou C°(I;R) l’ensemble des fonctions continues sur I d valeurs dans

R.

Définition 4.2 e On dit que f est continue a droite en point xg € I si

lim f(x) = f(zo)

T—x0
>

c’est-a-dire

Ve>0 3F0>0 Veel xy<ax<zg+0 = |f(z)— f(zo)| <e

e On dit que f est conlinue a gauche en point xog € I si

lim f(z) = f(xo)

T—TQ
<

c’est-a-dire

Ve>0 30>0 Veel xy—0<zx<zy = |f(z)— f(zo)| <€
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Exemple 4.1
fTR—R
2e+1 st x>1
T 3 st o rz=1

dr+5 st <1
On a
il_)H% flz)=3=f(1) et :161_% f(z) =9+# f(1) Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite
> <
en 1.

f est continue a droite en 1 mais n’est pas ontinue a gauche en 1.

donc f n’est pas ontinue en 1

Exemple 4.2 Les fonctions suivantes sont continues :

la fonction racine carrée x v— \/x sur [0, +o0],

les fonctions sin et cos sur R,

la fonction valeur absolue x — |x| sur R,

e la fonction exp sur R,

la fonction In sur |0, 4o00].

Proposition 4.1 Soient f,g: 1 — R deux fonctions continues en un point xo € I. Alors

A - f est continue en xy (pour tout A € IR),

f + g est continue en xy,
e f X g est continue en xy,

1
si f(xo) # 0, alors — est continue en xy.

f

Proposition 4.2 Soient f : I — R et g : J — R deuz fonctions telles que f(I) C J. Si f

est continue en un point xo € I et si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xy.
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4.2 Prolongement par continuité
Définition 4.3 Soit I un intervalle, xo un point de I et f: 1\ {zo} — R une fonction.

e On dit que f est prolongeable par continuité en xy si f admet une limite finie en xg.

Notons alors rli_rgm flz) =¢.

e On définit alors la fonction f: I — R en posant pour tout xz € I

f o f(ZL‘) Six%%

l st x = xy.
Alors f est continue en xq et on Uappelle le prolongement par continuité de f en xo.

1
Exemple 4.3 f(z) =xsin— et lim f(x) =0
B x r—0
Le prolongement f de f définie par

1
xsin— six #0
x

0 st x=0.

4.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.1 Soit f une fonction continue sur intervalle [a,b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

fib)

fla)

Voici la version la plus utilisée du théoreme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 4.2 Soit [ une fonction continue sur intervalle [a,b].

Si f(a) - f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = 0.
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5 Fonctions monotones et bijections

5.1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définition 5.1 Soit f : E — F une fonction, ou E et F sont des parties de R.
e f estinjective siVr, 2’ € E f(x) = f(2)) = x=1';
e f est surjective siVy € F Jx € E y= f(x) ;

e f est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire siVy € F 3 unique x €
) ] 7 Yy q

E y=f(z).

Proposition 5.1 Si f : E — F' est une fonction bijective alors il existe une unique applica-
tion g : F' — FE telle que go f =idg et fog=1idr. La fonction g est la bijection réciproque
de f et se note f~1.

5.2 Fonctions monotones et bijections

Lemme 5.1 Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.

Si [ est strictement monotone sur I, alors f est injective sur I.

Preuve 5.1 Soient x,2' € I tels que f(z) = f(2'). Montrons que x = 2.
par la contraposition x # ' = f(z) # f(z')
Si on avait x < &, alors on aurait nécessairement f(x) < f(z') ou f(x) > f(a'), suivant

que f est strictement croissante, ou strictement décroissante.

Voici un théoreme tres utilisé dans la pratique pour montrer qu’'une fonction est bijective.

Théoréme 5.1 (Théoréme de la bijection) Soit f: I — R une fonction définie sur un

intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors
1. f établit une bijection de l’intervalle I dans l'intervalle image J = f(I),

2. la fonction réciproque f=':J — I est continue et strictement monotone sur J et elle

a le méme sens de variation que f.

3. les graphes des fonctions f et f~1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

y=2x.
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II1.5 Fonctions monotones et bijections

£ e
f
4= fI)
T x
Exemple 5.1
| —00,0] — [0, +00] [0, +oo[— [0, +o0[

Ji: 5 et fo: )
T Tz

On remarque que f(] —00,0]) = f([0,+00[) = [0, +00[. D’apres le théoréme précédent, les
fonctions fi et fo sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciproques

frt [0, +oo[=] —00,0] et fo': [0, +oo[— [0, 4oc[. Soient deuz réels x et y tels que y > 0.
Alors

y=flz) &y=2a

Sr=\y ou x=-—/y,
c’est-a-dire y admet (au plus) deuz antécédents, l'un dans [0,4o00[ et l'autre dans | — 0o, 0].

Et donc f{'(y) = —/y et f3'(y) = \/y. On vérifie bien que chacune des deux fonctions f

et fo a le méme sens de variation que sa réciproque.

fa
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6 Dérivée
6.1 Dérivée en un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit g € I.

W a une limite finie
0

Définition 6.1 f est dérivable en xq si le taur d’accroissement
lorsque x tend vers xg.

La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en xqy et est noté f'(xq). Ainsi

f/(x[)) — lim f(l’) — f(IO)

T—rT0 xr — xo

Remarque 6.1 Autre écriture de la dérivée.

f(wo + 1) = f(xo)
h

o [ est dérivable en xq si et seulement si }llin% existe et est finie.
—)

Définition 6.2 f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xo € I.

La fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f, elle se note f' ou %.

Exemple 6.1 La fonction définie par f(x) = x* est dérivable en tout point xo € R. En effet

f@) = flao) 2 —af  (@—zo)letm) oo
T — T T — T — o T—x0

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xy est 2xg, autrement dit : f'(x) = 2x.

Définition 6.3 e [ est dérivable a droite en xq, si ILmO J(@) = fo) = fa(o)
o [ est dérivable a gauche en xg, si lim ) = f(wo) = fy(20)

e f estdérivable en xy <= f est dérivable d droite et a gauche en xq et f'(xg) = fi(xo) =

fo(20)
Proposition 6.1 Soit I un intervalle ouvert, xo € I et soit f: I — R une fonction.
e Si f est dérivable en xy alors [ est continue en xy.
e Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.
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I11.6 Dérivée

Remarque 6.2 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est con-

tinue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

En effet, le taux d’accroissement de f(x) = |x| en xg = 0 vérifie :

f(x) = f(0) |z +1 stz >0
z—0 x -1 six<0

Il y a bien une limite a droite ( f3(0) = +1), une limite d gauche (f,(0) = —1) mais elles
ne sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.
Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche,

mais elles ont des directions différentes.

Proposition 6.2 Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x € I

o (f+9)(x)=f(z)+d(x)

(Af)(x) = Af'(x) ou A est un réel fixé
o (fxg)(@)=[(x)g(x) + f(z)g(x)
o (1) (@)= ~4C (si f(z) #0)

Remarque 6.3 Il est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

(f+9)=/"+g ) =A"  (fxg9)=fg+/]g

(f)' _f9-1d
g 9>
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Preuve 6.1 Prouvons par exemple (f x g) = f'g+ fg'.

Fizons xq € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(z):

f(@)g(x) — f(xo)g(xo)  flw) — f(fvo)g(x) N g(r) — g(fvo)f(xo)

T — X9 T — 2o T — X9

— f'(x0)g(x0) + ¢’ (20) f (o).

T—x0

6.2 Dérivée de fonctions usuelles

u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée Fonction Dérivée
" nz" ' (n€Z) u” nu'u"'  (n €Z)
1 _ 1 1 _u
T 2 u u2
1.1 1
\/E ) ﬁ \/a 2 \/ﬂ
z* ar® !t (a €R) u® av'u*t (e €R)
e ev et u'e?
!
Inx 1 Inu w
X U
COS & —sinx COS U —u' sinu
sin z COS T sin u u' cosu
2, 1 / 2 _
tan x I +tan®sr = - tan u u'(1 4+ tan®u) = 5

6.3 Composition

Proposition 6.3 Si f est dérivable en xq et g est dérivable en f(xy) alors go f est dérivable

en xg de dérivée :

(90 f) (@) = g'(f(x0)) - f'(o)

Preuve 6.2

go flw) = go f(xg) _9U/@) = 9(f@0)) 1)~ flxo)
x — Xg f(z) — f(xo) T — X

T—T0
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I11.6 Dérivée

Exemple 6.2 Calculons la dérivée de In(1+ 2?). Nous avons g(x) = In(x) avec ¢'(z) = L ;
et f(x) =1+ 2% avec f'(x) = 2x. Alors la dérivée de In(1 + z*) = go f(x) est

2
1422

(90 f) (@) =g (f@) Fa)=g(1+2%) 20 =

6.4 Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée.
Si la fonction f’: I — R est aussi dérivable on note f” = (f’)" la dérivée seconde de f.

Plus généralement on note :

FO g0 @ gy f<n+1>:(f<n>>’

Si la dérivée n-ieme f existe on dit que f est n fois dérivable.

Si f est n fois dérivable sur I et f™ est continue sur I on dite que f est classe C™(I,R).

6.5 Théoréeme de Rolle

Théoréme 6.1 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que
e f est continue sur |a,bl,

e f est dérivable sur |a,b],

e fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

f{a)=f(h

il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.
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6.6 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 6.2 (Théoréme des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

f(b) = fla) = f'(c) (b—a)

Preuve 6.3 Posons { = (bl); f:(a et g(x) = f(x) — 0 (x — a).
Alors g(a) = f(a), g(6) = ) — U= - (b - a) = f(a).
Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0.
Or ¢'(z) = f'(x) — 0. Ce qui donne f'(¢) = L=

b—a

6.7 Fonction croissante et dérivée

Corollaire 6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|.
1. Yz €la,b] f'(x) >0 <= f est croissante ;

2. Yz €la, b f'(x) <0 f est décroissante ;

4. Yz €la,b]  f'(x) >0

<~

3. Vx €]a, b fl(r)=0 <= [ est constante ;
== f est strictement croissante ;
_—

5. Vx €]a,b]  f'(x) <0

f est strictement décroissante.

Remarque 6.4 La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse.
Par exemple la fonction x w— 3 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule

en 0.

Corollaire 6.2 (Regle de I'Hospital) Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et
soit xg € I.

On suppose que

e lim f(z)= lim g(x) =0,( ou 0o )

T—T0 T—rT0

Si wlggo ;;l((z; =( (eR) alors leHa:lO chéi)) = /.
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I11.6 Dérivée

Exemple 6.3 Calculer la limite en 1 de ln(i%_l

o f(x)=In(2?+2x-1), iL)Ir'} fl@) =0, f'(z) = -2t

z2+x—17

« g(x) = In(z). lim g(x) = 0, g'(x) = L,

1) 2 + 1 y 222 4+ x
- r = 4
gx) x2?2+z-1 224+x—1 2-1
Donc
o),
g(m) z—1
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