Espaces vectoriels

Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble non
vide E sur lequel on définit une loi interne notée (+),
appelée addition, et une loi externe, notee (.), appelée
multiplication par un scalaire.

Ces deux operations doivent vérifier certaines propriétes :

®Y(a,f)cK: V2 cE, (a4 f)-z=a-z+f-z.
evack Y(rycE a-(z+y) =a-z+a-y
®Y(a,f) cK: Ve cE, a-(f-2)=(af) .
eVzck 1.z=12.




Espaces vectoriels: Sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble non vide de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E s’il est un espace
vectoriel pour I’addition et la multiplication externe de E, c.-a-d.
si les deux propriétés suivantes sont verifiées :

n (F, -|—) est un sous-groupe de (E, +)
» VaeKVxeF, ax€F

L'intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-
espace vectoriel.




Espaces vectoriels: Sous-espaces vectoriels

M D’une autre facon on peut dire que F est un sous-espace vectoriel
|
de E si et seulement si F est non vide et veérifie la propriété

sulvante :

Via,p) € K4, V(x,y) EF4,a.x+ L. yEF




Espaces vectoriels:

Combinaison linéaire de vecteurs :

Une combinaison linéaire de n vecteurs (v, ...

vectoriel E est un vecteur x € E s’écrivant :

n
X = Qg+ -+ a,v, = E aivj,

=1

, 1, ) d’un espace

oudy,.., a, € K



Espaces vectoriels:

Une famille libre et famille géneratrice:
Une famille non vide d’¢léments de E est définie comme une
application d’un ensemble d’indices I, a valeurs dans E.

Une famille de n-uplet (v, ..., v,,) de vecteurs d’un espace
vectoriel E est libre (ou que les v; sont linéairement
Indépendants) si, pour tout choix de ay,....,a, € K

n
Z aivi=O=>WEI,fxi=O

=1




Espaces vectoriels:

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée ou que
les v; sont lineairement dépendants.

Soit v = (v,) ;. Il existe un plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant V : on I’appelle le sous-espace
vectoriel engendré par V et on le note Vect(V).

Le sous-espace vectoriel Vect(V) est I’ensemble de toutes
les combinaisons linéaires desv = (v,) .,




Espaces vectoriels:

Dimension finie

SiI E est un espace vectoriel muni d’une base de
n vecteurs non nuls, alors toute famille libre de E
a au plus n elements et toute autre base de E a
exactement n élements. Le nombre n est appelé
dimension de E et on note dim(E)=n.




Matrices

Soient n et m deux entiers positifs. On appelle matrice a n
lignes et m colonnes, ou matrice n*m, ou matrice (n, m), a
coefficients dans k, un ensemble de nm scalaires a;; € K, avec
i=1,...,netj=1,...,m, representés dans le tableau rectangulaire

suivant

@11 1z v Q1m
(A
4= 9z1 Gg3 2.m (1)
':I-rrz., 1 ':I-rrz., 2 new ':I-rrz.,m




Matrices

Quandx =R OUK = C, on ecrit respectivement 4 € R**™ ou

A e c™m afin de mettre explicitement en évidence le corps
auquel appartiennent les élements de A. nous désignerons une
matrice par une lettre majuscule, et les coefficients de cette
matrice par la lettre minuscule correspondante.

Pour écrire (1), nous utiliserons I’abréviation A = (a;;) avec
1I=1,...,n et j=1,....m. I’entier i est appelé indice de ligne, et
I’entier ] indice de colonne. L’ensemble (a;,, a,...,a,) est la I-
ieme ligne de A ; de méme, (ay;, ay;,...,ay;) est a j-ieme colonne
de A.

Si n=m on dit que la matrice est carré ou d’ordre n.




Matrices

On appelle vecteur ligne (resp. vecteur colonne) une matrice
n’ayant qu’une ligne (resp. colonne), c.-a-d. une matrice de

type (1, m) (resp. de type (n, 1)).

Sous-matrice soit A une matrice n*m. solent 1 < i, < i, < - <i, <n

et1<j, <j, <--<j<m deux ensemble d’indices. La matrice
S(k*1) est appelée sous-matrice de A.

Parmi toutes les partitions possibles de A, mentionnons en
particulier la partition en colonnes.

A=(a;, a,, ..., a.)

a; étant la i-ieme vecteurs colonne de A. on définit de facon
analogue la partition de A en lignes.
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Matrices

Pour preciser les notations, si A une matrice n*m nous
désignerons par

A(iyiigyifs) = (a;) iy Si<iyjy <

La sous-matrice de A de taille (i,-1,41)*(J,-J;+1)
comprise entre les lignes 1, et i, et les colonnes |, et |,.
Ces notations sont utiles pour I’implémentation des
algorithmes dans MATLAB.
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Matrices / Operat 10MS

Soient A = (a;;) et B =
=1,...,n ¢t j=1,...,m. on definit de plus les operations suivantes :

(b;;) deux matrices n*m sur K. on dit que A est ¢gale a B, sia;; = b;; pour

1)- Somme de matrices : on appelle somme des matrices A et B (de méme format) la matrice
C(n*m) dont les coefficients sont ¢;; = a;; + by, i = 1,..,m,j = 1,...,m. L’¢lement neutre pour

la somme matricielle est la matrice nulle, notee 0,,.,, ou plus simplement 0, constituce de
coefficients tous nuls.
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Propriétés Pour A, B, C de meéme format, et des scalaires A,[1 :

» A+HB+C)=A +B)+C. (la somme est associative)
* A+B=B+A. (la somme est commutative)
» A +0=0+ A = A. (Ia matrice 0 est ¢lcment neutre)
* Toute matrice admet une opposee, —A =(—1)A.
* AMA+B)= AA+AB, et (A+p)A = AA+HIA.
(le produit par un scalaire est distributif par rapport a

la somme des matrices et par rapport a la somme des scalaires)

13



Matrices / Operations

2)- multiplication d’une matrice par un scalaire :

la multiplication de A par A € K, est la matrice C(n*m) dont
les coefficients sont donnés par ¢;; = Aa;j, i=1,..,nj=1,..,m.

O —2 =2
=il 5 Q=] =4 =
s —2 2

La matrice (-1) A est I’opposée de A et est notée -A.
La différence A-B est définie par A+(-B).

3)- produit de deux matrices .

Le produit de deux matrices n’est défini que si le nombre de
colonnes de la premicre est €gal au nombre de lignes de la seconde.

le produit d’une matrice A de taille (n, p) par une matrice B de taille (p,m)

est la matrice C(n,m), dont les coefficients sont donnés par

_ P - -
Cij e k=1 aikbkj} l — 1' o-o’n,] — 1) n--,m.
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Matrices / Operations

Il est commode de disposer les calculs de la facon suivante.

!'15!1 v ﬂ;'!j:

| |
T =
(] B
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‘,}l.n \||
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Matrices / Operations

Propriétés Pour A, B, C (telles que les produits existent), et des scalaires A, 1 :

=  A(BC)=(AB)C. (le produit est associatif)
= AB+# BA en général. (Le produitn’est pas commutatif)
=  A.0=0et 0.A=0. (Chague matrice nulle est €lément absorbant)
= AMAB)=(AA)B = A(AB). (Associativité généralisée)
= AB+C)=AB+ACet(A+B)C=AC+BC.
(Le produit est distributifa gauche et a droite par rapporta la somme)

* AB=0n"impliquepas A=0ouB =0.
0 -1 2 -3 0 O
W A_(D 5) B_(U J) e am=(g o)
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Matrices / Operations

* Enparticulier, dans le calcul matriciel, on ne peut pas simplifier :

AB = AC n’implique pas nécessairement B = C

a=(53) =G ()

-5 —4
et AB—AC-—(15 12)

Dans le cas des matrices carrées, 1’élément neutre pour le produit matricielle
est la matrice carrée d’ordre n, appelée matrice unité d’ordre n ou, plus fréquemment,
matrice identité, définie par I, = (;;). 6;; est le symbole de Kronecker :
0 sii#j
i,] & i
} 1 8 is),
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Matrices / Operations

La matrice identité est la seule matrice n*n telleque AL, = [, A=A
pour toutes les matrices carrées A. La matrice identité est un cas particulier

|
|

de matrice diagonale d’ordren, c'est-a-dire une matrice
n’aquedes 1 surla diagonale et des 0 par toutailleurs.

(1[}...0\
0 1 0

\0 0 ... 1)
Enfin, s1 A est une matrice carrée d’ordre n et p un entier, on définit

| AP comme le produitde A par elle-méme répété p fois. On pose A'=L

AP =AXAX.. XA

pf acteurs

18




|
|

Matrices / Operations

4)- La transposition : soit A une matrice de taille m*n. On appelle matrice
transposée de A la matrice AT de taille n*m définie par :

A7 Qqp *** Qqn A7 Qpq Am1
AT = a1 Q22 on | _ | a2 Q22 Am2
Ami Amz *** Umn Ain QAan  ** Amn

Autrementdit : le coefficient a la place (i, j) de AT est a; . Ou encore
la i-eme ligne de A devientla i-éme colonnede AT

1 3\' /(1 4 -7
4 5 —6| =|2 5 8
7 8 9 3 —6 9

19
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Matrices / Operations

Propriétés

(A+B)T=AT+BT.

* (0 A)T=0AT
= (AT)T=A,

2.3-Trace et determinant d’une matrice :

1) Trace : Considérons une matrice carrée A d’ordre n.
la trace de cette matrice est la somme des

coefficients diagonaux de A : tr(4) = Y11, a;; .

2) determinant : pour une matrice A de taille 2*2 le déterminant est :

11 Q2
det(4) = "—'121 '—'122‘ = @1 X Az — A1 X Ay

20



Pourune matrice A de taille n*n avec, n>2, le déterminant est €gal
a la somme des produits obtenus en multipliant les éléments d’une ligne
quelconque (ou d’une colonne) par leur cofacteurs respectifs.

Le cofacteur de a;; est défini par A;;= (— 1) det (M; ) ou M
est la sous-matrice carrée d’ordre (n-1) obtenue en supprimant

la 1-1éme ligne et la j-iéme colonne de A.

Le calcul effectif du déterminant de A peut étre effectué en utilisant

dqq sin=1
la relation de récurrence det(A4) = n
Ajja;;  pourn =1
j=1

| Ainsi IAI = ﬂilall + ﬂizﬂzz + o+ ﬂiﬂaﬂn'
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Calculer les déterminants des matrices suivantes :

(

7 11
_8 4

)

10
3 4

15

5 6 21

I 0 2 1 0
56 7) \4 1

3

-1 N W k2
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Solution :
T M=7xav8x11=116
1 0 6
3 4 15|=1X(4x21-6X15)+6X%X(3X6—-5%x4)=-18
5 6 21
[1} ; {1} ‘; 10 1 |1 0 1
=—|1 0 1(+1 1 1|=—-(-1+1)+(-14+0)=-1
1o 1 1 0 11 10
1 110
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Matrices / Operations

Propriéetes :

S1 A possede une ligne (ou colonne) de « 0 », alors |A| =0.
S1 A posséde 2 lignes (colonnes) identiques, alors |A| =0.

S1 A est triangulaire, alors |A|= produitde ses éléments
diagonaux. En particulier, [I|=1.

S1B est obtenuede A en multipliantune seule de ses lignes

(colonnes) par un scalaire k, alors [B| =k |A|.

S1B est obtenu en permutant 2 lignes (ou colonnes)de A,
alors|B|=-|Al.

S1B est obtenude en additionnant le multipled’une ligne
(colonne) a une autre, alors |B|=|Al.

IAT|ISA

S1 A et B sont 2 matrices carrées de méme dimension,
alors |AB|=|A|B|.

A est inversible si |A|#O0.



Matrices / Operations

Exemple :
1 0 2
3 4 5/=1X(4X7—6X%X5)+2X(3X6—-5X%X4)=-6
5 6 7
L, |1 0 2 | 0 2
L |3 4 3|= Len=-3, |0 4 -1
Ly |3 6 7 Ly—L;=5L, |0 6 =3
1 0 2
= 0 4 -1 =]}{4}{{—%}=—ﬁ
Lsi—Lﬂ—%L: 0 0 _%

25




2.4-Inverse d’'une matrice :

2.4.1- Définition :

Soit A une matrice carrée de taille n*n. S’1l existe une matrice carrée B
de taille n*n telle que AB=BA=1,

On dit que A est inversible. On appelle B I’inverse de A et on la note A-!
Une matrice quin’est pas inversible est dite singuliére.

Plus généralement, quand A est inversible, pour toutp € N, on note:

AP=(AYP=4141.41
Y2

26



Matrices / Operations
| 2.4.2- Propriéteés :

H = S1 A estinversible, alors son inverse est unique.
|

= Soit A une matrice inversible. Alors A-! est aussi
inversibleetona: (A1) t1=4

= Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille.

Alors AB est inversibleet (4B) 1= B4
I1 faut bien faire attention a I'imversion de 1’ordre!

2.4.3- Calcul

a- Cas de matrices 2*2 ; soit une matrice A = (E g)

s1 det (A) #0 alors A admet une matrice inverse unique

! (d _b) sidetd =0

A-ldéfiniepar A~ 1 =
P detA\—c a

27



[ b- cas de matrices d’ordre n = 2 : La méthode pour inverser une matrice A
consiste a faire des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A
jusqu’ala transformer en la matrice identitéI.

On fait simultanément les mémes opérations élémentaires en partant

de la matrice I. On aboutit alors a une matrice qui est AL,

S11'inverse de A existe, on peut ’obtenir de la facon suivante :

28




Matrices /| Operations

|
| . . .
» A coté de la matrice A que [’on veut inverser, on rajoute
la matrice identité pour former un tableau (A | I).

311 alz e aln E 1 0 e 0
a a v a 0 1 -0
Apy Apz ** App + 0 0 .- 1

#» Effectuer des opérations €élémentaires sur les lignes de la matrice
augmentée jusqu’ace qu’elledevienne(I | B).

[.a matrice B est alors'inversede A 1.e. B= AL

29




Matrices / Operations

Exemple : calculons 'inversede A :

1 2 1
A=| 4 0 -1
-1 2 2
Solution :

Etape 01 : Voici la matrice augmenté
1 2 1|1 0 O L,
(AlI)= 4 0 —-110 1 0O L,
-1 2 2|0 0 1 Ly

30
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Matrices / Operations




Matrices / Application linéaire et matrice

2.5- Applications linéaires et matrices :

Théoréme : soit B = (e;,e5, ..., €, ) une base de E.

alors tout vecteur ¥ de E s’écrit de maniére unique :
X=x.6,+x,6;+ ..+x,e, OUXyX,.. X,

sont des coefficients (des scalaires) appelés les coordonnées

du vecteur X dans la base B. on peut alors définir la matrice
X1
X2
colonne X par X = .

Xn

32
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Matrices / Application [inéaire et matrice

Exemple : PrenonsE = R? muni de la base canonique

B = (3 w)ou: i=(100), =(1,10), w=(1,1,1)

Prenons par exemple le vecteur X = (1,—2,3), on peut écrire

ce systéme linéaire de la maniére suivante :
X=au+bv+cw < (1,-2,3)=a (1,0,0) + b (1,1,0) + ¢ (1,1,1)

& 1,-23)=(a+b+c,b+c,c)

b+c= -2
c=23

(1900

—

Onadoncx = 31— 50 + 3w

at+b+c=1
=

33




Matrices / Application [inéaire et matrice

Soit E et F deux espaces vectoriels finie p et n respectivement,
une application f: E—F est linéaire s1 elle vérifie

les 2 relations suivantes :

- fx+y)=/f O+ |
2- £ (ax)= a f (x), oux,yeE etacR.

Ces deux relations peuvent étre regroupées sous la forme

d’'unerelation unique:

S (ax+Py)=a f (X)+p f (y), oux,yeta, PER.

34




Matrices / Application [inéaire et matrice

|
|

|

Toute application lin€aire /'de |’espace vectoriel £ dans ’espace
vectoriel F (dimensions finies) peut se mettre sous la forme

fix) = A x, ou A est une matrice.
Soit B = (e;,e5,...,8, ) unebasede Eet B = (E_H_},E_’E}, ,@
une base de F. On pose f(g) = Y1, a;; é

(dnncf(ﬁj}) =a,;€ +az;€ ++ay; €, )
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Matrices / Application [inéaire et matrice

On définit une matrice A = (ai j)

1=i=n 1=j=p

fle) fle,) ... fle,)

' A
d;; ap, a,, |€,
dyp @y, a,, |e',
A=
L]
kﬂnl anE anpjen
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Matrices / Application [inéaire et matrice

Toutsystéme d’équations linéaires (n équations, p inconnues)

( dij; X7 + QX9 =+ **+ T alp IP — bl
{ gy X7 T+ (99 X9 T+ **+ T EEF IP — bg
L G X3 + QuaXy + 0+ A x, = by,

Peuts’écrire sous la forme matricielle :

[ ay; ... ﬂlp\l [ x; ) (bl\
X b

Qz; ... Qg 2 2

\ @1 e Gy )\ Xp \ bn )
N p— N — ——
X B

2 4
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Matrices / Application linéaire et matrice

On appelle A (n, p) la matrice des coefficients du systéme.

B (n.1) est le vecteur du second membre. Le vecteur X (p, 1)
est une solution du systéme si et seulement s1 A x=B.

Sile nombre d’équations du systéme linéaire est égale

au nombre d’inconnues, alors A (n, n) est une matrice carrée.

S1la matrice A est inversible, alors la solution du systéme

A x=B est unique et est:

X =A"'B.
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