1¢¢ année Master : RSD Année: 2022/2023

Cours : Modélisation et évaluation des
performances des systemes

Chapitre 1 : Chaines de Markov.
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Modéliser une expérience aléatoire

Expérience aléatoire

Certaines expériences entrainent des résultats aléatoires, c’est-a-dire qui dépendent
directement du hasard. Nous les appelons des expériences aléatoires. Dans la suite, £
désignera une expérience aléatoire.

En théorie des probabilités, le terme modéliser désigne 1’opération qui consiste a
associer a £ trois objets mathématiques, notés et appelés généralement €2, I’univers, F,
I’ensemble des événements et [P, la probabilité.

« Univers

Nous appelons univers associ€ a £ I’ensemble de tous les résultats possibles de £.
Généralement, "univers est noté €2.

«  Evénement

Pour représenter les événements, il est d usage d’utiliser la théorie des ensembles.
Un événement est donc associé a un sous-ensemble de 1'univers, 1’ensemble des
résultats pour lesquels 1'événement est réalisé.
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Ensemble des événements

Terminologie des événements :

— () est appelé événement impossible.

— €2 est appelé événement certain.

— Tout singleton {w}, ot w € 2, est appelé événement élémentaire.

* Ensemble des événements
Nous appelons ensemble des événements associés a £ tout sous-ensemble F de
P(€2) vérifiant les trois propri€tés suivantes :
1.0etQ2 e F;
2.81 A € F, alors A€ € F;
3. soit I une partie finie ou infinie de N ou de Z. Si (A;);es est une suite d’événe-
ments de F, alors U A;j € Fet ﬂ A; € F.

iel iel
Un ensemble d’événements vérifiant les trois propriétés ci-dessous est appelé une
o-algebre ou une tribu.
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Evénement

« Espace probabilisable

Nous appelons espace probabilisable 1ié¢ a £ le couple (€2, F), ou €2 est I'en-
semble des résultats possibles de £ et 7 un ensemble des événements liés a £.

« Evénements incompatibles

Nous appelons événements incompatibles ou disjoints deux événements A et B
tels que A N B = @, c’est-a-dire qu’il est impossible que A et B se réalisent simul-
tanément.

* Probabilité

Nous appelons probabilité sur (2, F) une application P de F dans [0,1] vérifiant
les deux propriétés suivantes (axiomes de Kolmogorov)

1. P(R2)=1;

2. pour tout suite (A;);es finie ou infinie dénombrable d’événements de F deux a
deux incompatibles, nous avons

]F’(UA;) =Y P(A),

iel il
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Espace probabilisé fini

Espace probabilisé fini

Nous appelons espace probabilisé fini associé a une expérience aléatoire £ le tri-
plet (€2, P(£2), IP), lorsque 1'univers €2 est fini.

* Espace probabilisé

Nous appelons espace probabilisé associé a une expérience aléatoire &£ le triplet
(€2, F, P), ou §2, Fet P ont été définis dans la fiche 5.

Nous disons qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les événe-
ments élémentaires sont égales.

Dans ce cas, IP est la probabilité uniforme sur (22,P(£2)).
Conséquence : S’il y a équiprobabilité, pour tout événement A, nous avons alors

Card(A) B nombre de cas favorables

Card(2)  nombre de cas possibles
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Probabilité conditionnelle

Definition

Soit (€2, F, IP) un espace probabilisé associ€ a £. Soit A un événement de proba-
bilité non nulle. Pour tout événement B, nous posons

P(BNA)

P(B|A) = O

L’application qui a un événement B € F associe P(B|A) est une probabilité
sur (€2, F), appelée probabilité conditionnelle relative 2 A ou probabilité
sachant A.



Variables aléatoires réelle s

 Variable aléatoire réelle

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé. Nous appelons variable aléatoire réelle
(v.a.r.) toute application de €2 dans R telle que : pour tout intervalle / de R, I’en-

semble X~ 1(]) = {w € Q| X (w) € I} est un événement de F.

Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, F, P).
Nous appelons fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction
numérique réelle Fy définie par

Vx e R, Fy(x) =P (X < x).
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Variables aléatoires discretes

« Variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, F, IP).
Nous appelons variable aléatoire discréte (v.a.d.) X si I’ensemble de ses valeurs
X (€2), est au plus dénombrable (voir la fiche 2 pour cette notion).

» Loi d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2, F, IP).
Nous appelons loi de la variable aléatoire X la donnée d’une suite numérique

(X = k) = px(K)hex@) telle que
L.Vk € X(Q), px(k)>0;
2. ) px)=1;:

ke X (£2)

3.pourtoutréel x, P(X < x) = Z px (k) ou Z désigne la sommation sur |’en-
k<x k<x

semble des k € X (£2) inférieurs ou égaux a x.
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Espérance mathématique Variance et écart-

\Y/0]<

= Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique

lorsque [ est fini ou lorsque la série E x; px (x;) est absolument convergente.
i
Nous appelons alors espérance mathématique de X, la moyenne pondérée notée

[E(X) et définie par
E(X) = ) xipx(xi).
» Variance et écart-type

Nous disons que la variable aléatoire discrete X admet une variance lorsque X
admet un moment centré d'ordre 2. Nous appelons alors variance de X la valeur

Var(X) = E (X — p)°) =pma(X).

Nous la notons également o ou o% s'il y a plusieurs variables aléatoires a distin-
guer.

Nous appelons écart-type de X la valeur ./Var(X), que nous noterons o ou oy
selon les cas.

9 -



| ois discretes usuelles

Loi de Bernouilli de parametre p

* Loi de Bernoulli
Soit p € [0,1].Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p,
notée B(1, p), si la variable aléatoire X prend la valeur 1 avec la probabilité p et la
valeur O avec la probabilité 1 — p = g.

*  Propriéetés

L'espérance et la variance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Bernoulli de
parametre p sont €gales respectivement a

E(X)=p e Var(X)=p(l—p)=pg ou g=1—p.
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ol uniforme discrete

* Loi uniforme discréete

Soit n € N*. Une variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte si la variable
aléatoire X prend n valeurs possibles k1,k»,. ..k, avec la probabilité égale a 1/n
pour n'importe quelle valeur k;.

» Propriétés
S1 X suit une lo1 uniforme discréte sur [[a,b]], alors nous avons

a+b et Var(X) = (b—a)(f;z—a+2)_

LX) =
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ol binomiale

= Loi binomiale
Soit n un entier naturel et p € [0,1]. Une variable aléatoire X suit une loi binomia-
le de parametres n et p, notée B(n, p), si la variable aléatoire X prend la valeur k

avec la probabilité égale a (n) p*(1 — p)"*. Nous notons g le nombre 1 — p.
k

Cette loi caractérise le nombre de boules blanches obtenues dans un tirage avec
remise de n boules dans une urne.
* Stabilité pour la somme

Si X4,...,X,, sont m variables aléatoires mutuellement indépendantes et si, pour
n

tout entier k € [[1,m]], X suit la loi B(n;, p) alors la variable aléatoire Z X suit
k=1

laloi B(n,p) oun = an.
k=1

* Proprietes
[’espérance et la variance d’une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de
parametres n et p sont €gales respectivement a :

E(X)=np et WVar(X) =np(l — p) = npgq.
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Lol de Poisson de parametre A

Loi de Poisson de parametre A

* Loi de Poisson

Soit A > 0. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A,

notée P(A), si la variable aléatoire X prend la valeur k, k € N avec la probabilité
k

égale a exp(—}u)E.
Propriétes

[’espérance et la variance d’une variable al€atoire suivant une loi de Poisson de
parametre A sont égales respectivement a

E(X)=MA et WVar(X)=A\.
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Variables aléatoires continues

Définitions
e Variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) définie sur un espace probabilisé
(2, F, IP). Nous disons que la variable aléatoire X est continue s’il existe une
fonction fx définie sur R telle que

1. fx(r) =2 0 pourtoutr € R ;

2. I’ensemble des points de discontinuités de fx est fini et ces discontinuités sont
de premiere espece (i.e. la limite a gauche et a droite en chaque point existe) ;

3. pour tout x réel la fonction de répartition Fy de la variable X est donnée par

Boti)s [ Fe(t)dr.
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Espérance mathéematique

Espérance mathematique

Espérance mathématique

Nous disons que la variable aléatoire X admet une espérance mathématique si

400

I’intégrale f tfx (1) dt converge absolument.

Nous appelons alors espérance mathématique de X, la valeur notée [E(X) et défi-
nie par

+o0
E(X) = f tfy(t)dt.

>0

Si deux variables aléatoires réelles X et ¥ admettent une espérance alors, pour tout
(a, b) e R*, E(aX + bY) = a E(X) + b E(Y).
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Variance et ecart-type

Variance et écart-type

Nous disons que X admet une variance lorsque X admet un moment centré
d’ordre 2. Nous appelons alors variance de X la valeur

Var(X) = E (X — p)*) =pm(X).

Nous la notons également o ou 0% s’il y a plusieurs variables aléatoires 2 distin-
guer.

Nous appelons écart-type de X la valeur /Var(X), que nous noterons o ou oy
selon les cas.

Théoreme X admet une variance si et seulement si X> admet une espérance
mathématique. La formule de Huygens est alors valable :

Var(X) = E (X?) — E*(X).
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| OIS continues

Lol uniforme continue Ula,b]
Définition
Une variable aléatoireX a valeurs dans [a, b], ou a et b sont deux réels tels que

a < b suit une loi uniforme continue sur [a, b], notée U|a, b], s1 X est une
variable continue et admet pour densité de probabilité la fonction fx suivante

1
b s1 a<t<hb
fx(@) = =
0 sinon
Proprietes
1. La fonction de répartition d’une loi uniforme f[a, b] est €gale a
0 Sl x<q
Fx(x)={32"92 & a<x<b
b —a
1 si x > b
2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme f[a, b]. Nous avons :
a—+ b (b —a)?
LX) = t Var(X) = ——.
(X) > e ar(X) B
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| OIS continues

Lol exponentielle E(A)
Définition
Une variable aléatoire X a valeurs dans [0,+o0[ suit une loi exponentielle de

parametre \ (A > 0), notée £(A\), si X est une variable continue et admet pour
densité de probabilité la fonction fy suivante

_JAexp(=Ar) pour t =0
f‘Y(I)_{O pour <0

Propriétés

1. La fonction de répartition d’une loi exponentielle £(\) est égale a

_J1=—exp(—Ax) si x =20
FX(I)‘{O si x<0
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