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Chapitre 2

Ensembles et applications

2.1 Ensemles

Définition 2.1 Un ensemble est un collection d’éléments, exemple {0, 1}, N,.....
e ['ensemble vide est un ensemble ne contenant aucun élément, noté ()

e On note x € E, si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire

2.1.1 Opérations sue les ensembles
e Inclusion:

E C F, si tout élément de E est un élément de F
Autremendit: Vz € E, z € F. Et on dit alors que E est un sous ensemble de F, (E est une
partie de F)

o L’égalité

E=F<< EFECFetFCE

e Ensemble des parties de F :

On note P (E) I'ensemble des parties de £
Par exemple si E = {1,2,3}, alors P (E) = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},E,0}
Si card (E) = n alors, card (P (E)) = 2™.

e Différence et différence symetrique

Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. On note
1 — la différence de A et B est 'ensemble : A\B = {zx € A | z ¢ B}.
2 — la différence symétrique de A et B est 'ensemble A A B = (AU B)\(AN B).
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si A C E, alors le complementaire de A dans E est noté par Cp A, définie par
CkA={xeE/x¢ A}

On le note aussi E\ A ou A¢, ou A.

e Intersection et Union

1— On appelle intersection de A et B, I’ensemble, noté AN B, des éléments de A appartenant

aussi & B.

2- On appelle réunion de A et B, 'ensemble, noté AU B, des éléments de A et de ceux de B.

Formellement, on a :

ANB = {z/(z € A)A(z e B)}.
AUB = {z/(ze€ A)V(zeB)}

e Produit cartésien

Le produit cartésien des ensembles E et F' est l'ensemble des couples (x,y) ou = € FE et
yer,
ExF={(z,y)| r€ EetyecF}

Si card (E) = n, card (F) = m alors, card (E x F) = nm.

Proposition 2.1 Soient A, B, C des parties de E alors,

1. ANB=BNA, AUB=BUA,

2. AN(BNC)=(AnB)NnC , AUu(BUC)=(AUB)UC,
3. AN0=0,ANA=A, AUD=A, AUA=A,

4. ANB=A<= AC B,

5 AUB=B<«<= ACB,

6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

7. AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ),

8. L (CrA) = 4,

9. Cg(AnB)=CgAUlgB,

10. EE (AUB) = EEAQEEB,
11. AC B < [:EB C [:EA.

Preuve. 8. Soit z € E, alors z € CpA (EEA) <z ¢lpA
—rclpgA
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= zgc A

Donc [:EA ([:EA) = EEA

9. Soit x € E, alors z € CE(ANB) <=z ¢ (AN B)

< (¢ A)V (z ¢ B)

<= (x €CgA) Vv (z €CpB)

<=z ((gAulpB)

Donc Cp(ANB) =CgAUlEB

De méme on montre la propriété 10.

11. ACB<«<=Vz e E ((x € A) == (x € B))

<= Ve e FE ((x¢ B)== (z ¢ A)) Contrapposée de I'implication
< Vz € E ((x €CgB) == (z € [gA))

<= CgBclgA,donc ACB«<=(CgBClgA m

Remarquez que ’on repasse aux éléménts pour les preuves.

2.2 Les applications

Définition 2.2 Une application ou une fonction f : E — F, est une relation qui associe o chaque
élément x € E, un unique élément de F' noté f (x).

o f, g deux applications, f =g<=Vex € E, f(z)=g(x).

e Le graphe de l'application f : E — F est l’ensemble noté Gy définie par

Gr={(z,f(z)) e ExXF |z € E}

e La Composition de deux applications [ et g telles que f: B — F et g : F — G est lapplication
go f: E — G définie par
go f(z)=yg(f(z))

1
Exemple 2.1 Soient f :]0,4+00] — 0,400 et g :]0,400] — R tels que f(z) = —, g(x) =
x
z—1

41
Alors

go f:]0,+00] — R
T Hgif(w))

——1
1 1—2
st =9 (1) = =15 =s).
—+1
x
Remarque 2.1 Le composé de deuzx applications n’est pas toujours définies, par exemple g o f est

défini si l'ensemble d’arrivée de f est 'ensemble de départ de g.
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Définition 2.3 e Soit A C E, et f : E — F une application, l'image directe de A par f est

l’ensemble

fA) ={f(x) Jec Ay CF

yef(A)<=JzecAy=f(v)

e Soit BC F, et f: E— F une application, l'image réciproque de B par f est ’ensemble

fB)={zeE/f(x)eB}CE

r€f1(B)«— f(z)eB

f:R —R

X l—>CL'2

Exemple 2.2 Soit

alors:

fA2H ={4}, f(=L3) ={f(2) /2 e[-1,3]} =[0,9]

f([-1,00U[1,3]) = [0,9]

P2 ={z eR/ f(2) € {2}} = {-V2, V2}
f7H0,3) ={zeR /2?€[0,3]} = [-V3,V3]
U3 = [fﬂ

FH(-1,00U [ 3)) = {0} U [-v3, —1]U[L V3]
R = f- (R*)zm

Remarque 2.2 o f(A) est un sous ensemble de F, f~1(B) est un sous ensemble de E

e La notation f~1 (B) est un tout rien ne dit que f est bijective, I’image réciproque existe quelque soit
la fonction.

e L’image directe d’un singleton f ({z}) = {f (z)} est un singleton, par contre l'image réciproque d’un
singleton = ({y}) dépond de f, elle peut étre un singleton, un ensemble & plusieurs éléments, peut

étre I si f est une fonction constante.

Proposition 2.2 Soit f : E — F une application, A, A" des parties de E, B, B des partie de F
LACA — f(A )cf( )

2. BcB — f! (B)
3. f (AmA) ( )
1 {aoa) = s (),
5. f—l(BmB’) I ( )N f

(%),
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6. f (BUB’) — fUB)U S (B’),
7.AC fH(f(A)),
8 f(f*(B) cB.
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Preuve. 1. Soit y € f(A), alors 3z € A, y = f(z), comme A C A alors, z € A, alors
y € f(A’) , donc f (A) C f(A’).
2. Soit € f~*(B), alors f(z) € B, comme B C B, alors f (z) € B', alors z € f~! (B/), d’ou
FUB) C ! (B’).
3. Soit y € f(AﬂAl> il existe z € ANA tel que y = f(x),orx € Adoncy = f(2) € f(A) et de
méme z € A' donc y € f (A’). Doty € f(A)N f <A/> donc f (AmA’) cfANF (A’) .
4. Soit y € f(AUA/>, Jz € AUA tel que y = f(z),siz € Aalorsy € f(A), sinon z € A et
yef (A/) , dans les deux cas y € f (A) U f (A/)
inversement: soit y € f (A)Uf (Al> ,siy € f(A)alorsdz € Atelquey = f(x).orz € AC <A U Al>
donc y € f (A U Al> . de méme siy € f (A/) par double inclusion on a I’égalité.
5. Soit x € f1 <BOB/>, alors f (z) € (B DB/), donc f(z) € Bet f(x) € B', donc z € f~1(B) et
ref! (B/) ,doncz € f~H(B)n f1 (B/), alors f~! (B N B/> =f1B)nft <B/>
6. démontré comme -5-.
7. Soit x € A, Posons B = f(A), on a f(x) € Bdoncx € f~1(B) = f~1(f(4)), dou f(A) C

FHf Q).
8. Soit y € f(f_1 (B)), posons A = f71(B),onay € f(A) donc Iz € A, y = f(x), comme
reA=f"1(B),ona f(z)€B,doncye€ B,alors f (f'(B)) CB. m

Définition 2.4 Antécédent
Fizons y € F, tout élément x € E tel que f (x) =y est un antécédent de y

e En terme d’image réciproque, l’ensemble des antécédents de y est f~1 ({y}).

2.2.2 Injection, surjection, bijection

Définition 2.5 Soit f: E — F une application,
e [ est injective, si tout élément de I’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent par f.
e f est surjective, si tout élément de l’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent par f.

o f est bijective, si tout élément de I’ensemble d’arrivée a un unique antécédent par f.
Cette définition peut se reformuler comme:

Définition 2.6 e f est injective, si pour tout y € F, I’équation f (x) =y a au plus une solution dans

E.
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o f est surjective, si pour tout y € F, l’équation f (z) =y a au moins une solution dans E.
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o f est bijective, si pour tout y € F, l’équation f (x) =y a une unique solution dans E.
Autremendit f est bijective, si elle est injective et surjective.

Proposition 2.3 Soit f : E — F une application, les assertions suivantes sont équivalentes:
o. 1.f est injectives— V1,29 € F; f (1) = f (x2) = x1 = @2,

2. f est injective—> Va1, 29 € E; 1 # 90 = [ (x1) # [ (x2).

o 1.f est surjectives—Vy € F, Jxr € E; y = f ()

2.f est surjective— f (E)=F

e [ est bijective<— Yy € F, Az € E; y = f(x).

Le symbole ! exprime 1'unicité, c-a-d: il existe une solution unique pour ’équation f (x) = y.

Exemple 2.3 Soient les applications fi : N — R |,  fo:RT — R ., f3:R—RT, telles
que fi(x) = 1oz’ fa(z) =2%, f3(x) = 2>
Les applications f1, fa, f3 sont elles injectives, surjectives, bijectives?
1
Preuve. 1. fi :N—R, f; (f) =7 +31:

e Va1, 20 €N; fi (21) = f1 (22)

:>l'1:$2,

e =
1+ 1+ 29’

Donc f est injective.

o Vy € R, 52 =y=—=2x= %y’ par exemple pour y = 5, on obtient z = %4 ¢ N, alors f1 n’est
pas surjective.

par conséquence f1 n’est pas bijective.

2. fo:RY — R, fo(z) = 22

o Vx1,10 € RT; fo(21) = fo(w2) = 2% = 23

= x1 = *x9

=— 21 =29, (x1,x2 ont méme signe)

Alors f5 est injective.

eVycR 2 =y=— 1= +,/y, siy >0, alors pour y € R™, xP, d’ott fo n’est pas surjective.
par conséquence fs n’est pas bijective.

3. f3: R — RY, f3(z) = 22

o Vai, x5 € RY; fo(21) = fo (22) = 2] = 3

= 11 = 29,

alors, 92, —2 € R, 2 # —2 mais (2)2 = (—2)2, donc f3 n’est pas injective.

eVye R, 2?2 =y= a2 ==%/y,siy >0,

alors Vy € R, 3z € R; y = f3(z) . donc f3 est surjective

par conséquence f3 n’est pas bijective. m
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Proposition 2.4 Soient f: E — F et g: F — G, alors 18

1. f injective et g injective=> g o f injective,

2. f surjective et g surjective=> g o f surjective,
3. go f injective=> f injective,

4. go f surjective=—> g surjective.

Preuve. 1. Soient z1,z9 € F, alors :x1 # ©9 = f(x1) # f(x2) car f injective
= g(f(#1)) # g(f(2)) car g injective
= go f(x1) # go f(z2) ce qui montre que g o f est injective.
2. Soit z € G, g étant surjective, il existe y € F tel que z = g(y), comme y € F et f est surjective alors
il existe z € E tel que y = f(x), donc z = g(f(z)) et on déduit que : Vz € G,3x € E;z = go f(x), ce
qui montre que g o f est surjective.
3. Vay, 29 € E; f(x1) = f(x2) = g (f (x1)) = g(f (z2)) (car g : une application)
— (9o f)(z1) = (go f)(z2)
—> x1 =x9 (car go f est injective), d’on f est injective.
4. Soit z € G, alors g o f surjective = Iz € E; go f(z) = 2
— Jdre E; g(f(x)) ==
— Jy=f(z) € F; g(y) = =,
donc Vz € G,3y € F; g(y) = z, ce qui montre que g est surjective. m

2.2.3 L’application réciproque

Proposition 2.5 Une application f : E — F est bijective si et seulement s’il existe une unique

application g : F' — FE telle que
fog=1I1dp et go f = Idg.

On dit que f est inversible et g, notée f~', est appelée “Vapplication réciproque” ou “lapplication

mverse” de f.

Preuve. 1.) Supposons qu’il existe une application g : F' — FE telle que fog = Idp et
go f=1Idg.
Montrons que f est bijective.
1. Soit y € F, comme fog = Idp alors fog(y) =y, par suite il existe x = g(y) € E tel que f(z) =y,
ce qui montre que f est surjective.
2. Soient z1,z9 € F, comme go f = Idg alors go f (x1) = x1 et go f (x2) = xo, par suite:
f(@1) = fx2) = g(f(21)) = g(f(x2)) (car g application)
= go f(z1) =go f(z2)
= x1 = X2, ce qui montre que [ est injective.
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De 1. et 2. on déduit que f est bijective. 19
I1.) Supposons que f est bijective. Construisons 'unique application g : F' — FE,

telle que fog= Idr et go f = Idg.

f étant bijective, alors : Vy € F, Jlx € E; y = f(z).

Ainsi, a tout élément y € F, on fait associer un unique élément x € E, qu’on notera g(z), tel que

f(z) =y. On définit ainsi une application

g:F—F
y—g(y) ==

Montrons que fog=Idr et go f = Idg..

1. Soit y € F, alors g(y) = x, avec f(x) =y, donc fog(y) = f(9(y)) = f(x) =y, ce qui montre que :
fog=1Idp .

2. Soit x € E, alors pour y = f(x) on a g(y) = =, par suite g o f(z) = g(f(z)) = g(y) = z, ce qui
montre que : go f = Idg.

3. Montrons I'unicité de g. Soit g1 : F' — FE vérifiant les deux propriétés précédentes,

alors pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(z), donc ¢1(y) = q1(f(x)) = g1 0 f(x) = Idg(z) =
go f(z) =g(f(x)) =g(y)

ce qui montre que gy =¢g. N

Exemple 2.4 f : R —]0,4o00[ définie par f(x) = exp(x) est bijective, sa bijection réciproque est
g :]0, +oo[— R définie par g(y) = In(y). Nous avons bien exp (In(y)) = y, pour tout y €]0, +o0[ et
In(exp(x)) = = pour tout x € R.

Proposition 2.6 Soient f: E — F et g : F — G des applications bijectives. L’application g o f

est bijective et sa bijection réciproque est
(gof)y ' =flog™

Preuve. D’aprés la proposition 2.5, il existe u : F' — FE tel que uo f = idg etf ou = idp .
Il existe aussi v : G — F tel que vo g =idp et gov = idg.
On a alors (go f)o(uov)=go(fou)ov=goidpov=gov=idpg.
Et (uov)o(gof)=wuo(vog)of=wuoidpof=uof=1idg.
Donc g o f est bijective et son inverse est u o v.
-1

Comme u est la bijection réciproque de f et v celle de g alors : uov = f~log [

2.2.4 Prolongement et restriction

Définition 2.7 Soit f: E — F une application, soit A C E, B C F, tel que f (A) C B.

On appelle restriction de f o A comme ensemble de départ et B comme ensemble d’arrivée et on note
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Jia—p Vapplication de A dans B qui a tout x dans A associe f (z). 20

e Cette application a la méme régle de calcul que f, seuls changent les ensemble de départ et d’arrivée

Remarque 2.3 Quand on restreint uniquement l’ensemble de départ (B = F) on utilise la notation

fla-

Définition 2.8 Soient f, g des applications, on dit que f est un prolongement de g si g est un

restriction de f.

f:R —R g:RT — RT
x - 2 , x — 2

c-a-d g est la restriction de f sur R, (g = fir+—r+), on remarque que g est croissante et bijective,

Exemple 2.5 1. Soient

mais f ne [’est pas.

f:R
, g:R* — R sin x )
2. Soient sin , , stz #0
x — T x
x 1, six=0

L application f est prolongement de g. (g = fir-)
De plus on peut montrer que f est continue sur R, et on dit que f est le prolongement par continuité

de g.



