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Exercice 01 : 
Soit A (4, 6, -5) et B (3, 2, -8) calculer : A+ B , A - B , A , B et cos( A  , B ) 

Solution : 

,4)ܣ⃗ ሬ⃗ܤ ;(5−,6 (3, 2,−8) 

Aሬሬ⃗ +  Bሬሬ⃗ = (4ı⃗ + 6ȷ⃗ − 5kሬ⃗ ) + (3ı⃗ + 2ȷ⃗ − 8kሬ⃗ ) 

Aሬሬ⃗ +  Bሬሬ⃗ = 7ı⃗ + 8ȷ⃗ − 13kሬ⃗  

Aሬሬ⃗ −  Bሬሬ⃗ = (4ı⃗ + 6ȷ⃗ − 5kሬ⃗ ) − (3ı⃗ + 2ȷ⃗ − 8kሬ⃗ ) 

ܣ⃗ − ሬ⃗ܤ  = ଓ⃗ − 4ଔ⃗ + 3 ሬ݇⃗  

ฮAሬሬ⃗ ฮ = A = ඥ4ଶ + 6ଶ+(5)ଶ ⟹ A = √77 = 8,77 

ฮBሬሬ⃗ ฮ = B = ඥ3ଶ + 2ଶ+(8)ଶ ⟹ A = √77 = 8,77 

cos൫Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗ ൯ =? 

Le produit calcaire de deux vecteurs : 

Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗ = A. B. cos൫Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗ ൯  ⟹ cos൫Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗ ൯ =
Aሬሬ⃗ . Bሬሬ⃗
A. B 

Aሬሬ⃗ . Bሬሬ⃗ = (4ı⃗ + 6ȷ⃗ − 5kሬ⃗ ). (3ı⃗ + 2ȷ⃗ − 8kሬ⃗ )  ⟹ Aሬሬ⃗ . Bሬሬ⃗ = 64 

Donc : cos൫Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗ ൯ = ସ


= 0.831 

Exercice2 : 
Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans l’espace : A(2, 3, -3), 

B( 5, 7, 2). Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa 

direction et son sens. 
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Solution : 
A(2, 3,−3);  B(5, 7, 2) 

ABሬሬሬሬሬ⃗ ൭
5− 2
7− 3
2 + 3

൱ = ൭
3
4
5
൱  

ABሬሬሬሬሬ⃗ =3ı⃗ + 4ȷ⃗ + 5kሬ⃗  

ฮABሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = AB = ඥ3ଶ + 4ଶ+5ଶ ⟹ √50 = 7,071 

La direction est détermine par les angles  α,β et θ quᇱilfait avec chacun des axes du repère. 

α = ൫ABሬሬሬሬሬ⃗ , ı⃗൯:   ABሬሬሬሬሬ⃗ . ı⃗ = AB. 1. cosα ⟹ cosα =
ABሬሬሬሬሬ⃗ . ı⃗
AB =

3
7,071 ⟹ α = 64,89° 

β = ൫ABሬሬሬሬሬ⃗ , ȷ⃗൯:   ABሬሬሬሬሬ⃗ . ȷ⃗ = AB. 1. cos β ⟹ cos β =
ABሬሬሬሬሬ⃗ .β

AB =
3

7,071 ⟹ β = 55,54° 

θ = ൫ABሬሬሬሬሬ⃗ , kሬ⃗ ൯:   ABሬሬሬሬሬ⃗ . kሬ⃗ = AB. 1. cosθ ⟹ cosθ =
ABሬሬሬሬሬ⃗ . kሬ⃗

AB =
3

7,071 ⟹ θ = 44,99° 

Exercice 03 : 
Soit deux vecteurs Aሬሬ⃗ = ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗  et  Bሬሬ⃗ = 4ı⃗ + ȷ⃗ + 3kሬ⃗  . Calculer : A+ B , A - B ,        

A . B  et A   B . 

Solution : 
Aሬሬ⃗ = ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗  

Bሬሬ⃗ = 4ı⃗+ ȷ⃗ + 3kሬ⃗  

Aሬሬ⃗ +  Bሬሬ⃗ = ൫ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗ ൯ + ൫4ı⃗ + ȷ⃗ + 3kሬ⃗ ൯ = 5ı⃗ + 4ȷ⃗ + 2kሬ⃗  

Aሬሬ⃗ −  Bሬሬ⃗ = ൫ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗ ൯ − ൫4ı⃗ + ȷ⃗ + 3kሬ⃗ ൯ = −3ı⃗+ 2ȷ⃗ − 4kሬ⃗  

Aሬሬ⃗ . Bሬሬ⃗ = ൫ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗ ൯. ൫4ı⃗ + ȷ⃗ + 3kሬ⃗ ൯ = 1.4 + 3.1 + (−1)(3) = 4 
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Aሬሬ⃗ ∧ Bሬሬ⃗ = ൫ı⃗ + 3ȷ⃗ − kሬ⃗ ൯⋀൫4ı⃗ + ȷ⃗ + 3kሬ⃗ ൯ 

Aሬሬ⃗ ∧ Bሬሬ⃗ = ቮ
ı⃗       ȷ⃗        kሬ⃗

1      3    − 1
4     1        3

ቮ = ı⃗[3.3− 1(−1)]− ȷ⃗[1.3− 4. (−1)] + kሬ⃗ [1.1 − 4.3] 

Aሬሬ⃗ ∧ Bሬሬ⃗ = 10ı⃗ − 7ȷ⃗ − 11kሬ⃗  

Exercice 04 :  
Déterminer le vecteur unitaire de la direction du vecteur Fሬ⃗ = 3ı⃗ + 4ȷ⃗ + 5kሬ⃗ . 

Solution : 
Fሬ⃗ = 3ı⃗ + 4ȷ⃗ + 5kሬ⃗  

Le vecteur unitaire de la force Fሬ⃗  

Fሬ⃗ = F. Uሬሬ⃗ ⟹ Uሬሬ⃗ =
Fሬ⃗
F =

3ı⃗ + 4ȷ⃗ + 5kሬ⃗

√3ଶ + 4ଶ+5ଶ
⟹ Uሬሬ⃗ =

3
√50

ı⃗ +
4
√50

ȷ⃗ +
5
√50

kሬ⃗  

Uሬሬ⃗ = 0,424ı⃗+ 0,565ȷ⃗+ 0,707kሬ⃗  

Exercice5 : 
Déterminer le vecteur unitaire de la somme des trois vecteurs suivants : 

Aሬሬ⃗ = 4ı⃗ + 6ȷ⃗ − 5kሬ⃗ , Bሬሬ⃗ = −3ı⃗+ 3ȷ⃗ + 4kሬ⃗   et  Cሬ⃗ = 2ı⃗ − 2ȷ⃗ + 2kሬ⃗  

Solution: 
Aሬሬ⃗ = 4ı⃗ + 6ȷ⃗ − 5kሬ⃗  

Bሬሬ⃗ = −3ı⃗ + 3ȷ⃗ + 4kሬ⃗  

Cሬ⃗ = 2ı⃗ − 2ȷ⃗ + 2kሬ⃗  

La somme des trois vecteurs Aሬሬ⃗ , Bሬሬ⃗  et Cሬ⃗  

Sሬ⃗  = Aሬሬ⃗ + Bሬሬ⃗ +  Cሬ⃗ ⟹ Sሬ⃗  = 3ı⃗+ 7ȷ⃗ + kሬ⃗  
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Vecteur unitaire de la somme Sሬ⃗  

Sሬ⃗ = S. Uሬሬ⃗ ⟹ Uሬሬ⃗ =
Sሬ⃗
S =

3ı⃗ + 7ȷ⃗ + kሬ⃗

√3ଶ + 7ଶ+1ଶ
⟹ Uሬሬ⃗ =

3
√59

ı⃗ +
7
√59

ȷ⃗ +
1
√59

kሬ⃗  

Exercice 6 : 
Soit les points A(1, 2, -1), B(0, 3, 4) et C(-2, 2, 1). Déterminer le point D(x, y, z) tel 

que CD le vecteur unitaire du vecteur AB.   

Solution : 
A(1, 2,−1);  B(0, 3,4);  C(−2, 2,1) 

Détermine le vecteur ABሬሬሬሬሬ⃗  

ABሬሬሬሬሬ⃗ = −ıሬሬሬሬ⃗ + ȷ⃗ + 5kሬ⃗  

AB = √1 + 1 + 25 ⟹ AB = √27 

CDሬሬሬሬሬ⃗ : Vecteur unitaire du Vecteur ABሬሬሬሬሬ⃗ ⟹ ABሬሬሬሬሬ⃗ = AB. CDሬሬሬሬሬ⃗  

Donc : CDሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗


= న⃗ା⃗ାହ୩ሬሬ⃗

√ଶ
 

CDሬሬሬሬሬ⃗ = −0,192ı⃗+ 0,192ȷ⃗ + 0,962kሬ⃗

CDሬሬሬሬሬ⃗ (x + 2)ı⃗ + (y − 2)ȷ⃗ + (z − 1)kሬ⃗
ቑ ⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x + 2 = −0,192

y − 2 = 0,192

z − 1 = 0962

 

Donc les coordonnées du point D : 

D(−2,192,   2,192,    1,962) 

Exercice 7 : 
Déterminer  de manière que les vecteurs Vଵሬሬሬ⃗  et  Vଶሬሬሬሬ⃗  soient orthogonaux  

Vଵሬሬሬ⃗ =3ı⃗ + 2ȷ⃗ − kሬ⃗     ;  Vଶሬሬሬሬ⃗ =αı⃗ + 3ȷ⃗ + 4kሬ⃗  

Solution: 
Vଵሬሬሬ⃗ =3ı⃗ + 2ȷ⃗ − kሬ⃗     ;  Vଶሬሬሬሬ⃗ =αı⃗ + 3ȷ⃗ + 4kሬ⃗  
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Les vecteurs Vଵሬሬሬ⃗  et Vଶሬሬሬሬ⃗    soient orthogonaux ⟹ Vଵሬሬሬ⃗  ⊥  Vଶሬሬሬሬ⃗  

Vଵሬሬሬ⃗  ⊥  Vଶሬሬሬሬ⃗ ⟹ Vଵሬሬሬ⃗  . Vଶሬሬሬሬ⃗  =0 

Vଵሬሬሬ⃗  . Vଶሬሬሬሬ⃗ =(3ı⃗ + 2ȷ⃗ − kሬ⃗   ).( αı⃗ + 3ȷ⃗ + 4kሬ⃗ )=0 

Vଵሬሬሬ⃗  . Vଶሬሬሬሬ⃗ = 3 α+6-4 = 0 ⟹ 3 α = −2 ⟹ α = ିଶ
ଷ

 

Exercice 8 : 
On donne Aሬሬ⃗ = −ı⃗ + 5kሬ⃗  et Bሬሬ⃗ = 4ı⃗+ yȷ⃗ + zkሬ⃗ . Déterminer y et z pour que les vecteurs

Aet B  soient colinéaires.  

Solution: 
Aሬሬ⃗ = −ı⃗ + 5kሬ⃗  ; Bሬሬ⃗ = 4ı⃗ + yȷ⃗ + zkሬ⃗  

Aሬሬ⃗  et Bሬሬ⃗  soient colineaires ⟹ Aሬሬ⃗  ∧  B ሬሬሬ⃗ = 0 

Aሬሬ⃗ ∧ Bሬሬ⃗ = ቮ
ı⃗          ȷ⃗        kሬ⃗
−1   0         5
4       y        z

ቮ =  ı⃗(−5y) + ȷ⃗(−z − 20) + kሬ⃗ (−y) = 0 

Donc : y = 0    et  z = -20 

Exercice 9 : 
Soient deux vecteurs U  = (2, -3, 5) et V = (3, y, -2). Exprimer, y pour que les 

vecteurs U  et V soient perpendiculaires. 

Solution : 
Uሬሬ⃗ = 2ı⃗ − 3ȷ⃗ + 5kሬ⃗  

Vሬሬ⃗ = 3ı⃗ + yȷ⃗ − 2kሬ⃗  

Uሬሬ⃗  ⊥  Vሬሬ⃗  = 0 ⟹ 6 − 3y − 10 = 0 ⟹ y = ିସ
ଷ

 

Exercice 10 : 
Soient  les trois vecteurs :  Pሬሬ⃗ = 3ı⃗ + 3ȷ⃗ − 2kሬ⃗ , Qሬሬ⃗ = −ı⃗ − 4ȷ⃗ + 2kሬ⃗  et Rሬሬ⃗ = 2ı⃗ + 2ȷ⃗ + 2kሬ⃗      

Effectuer les opérations suivantes : Pሬሬ⃗ . ൫ Qሬሬ⃗ ⋀Rሬሬ⃗ ൯ ;  Pሬሬ⃗ . ൫ Qሬሬ⃗ + Rሬሬ⃗ ൯ ; Pሬሬ⃗ ⋀൫ Qሬሬ⃗ + Rሬሬ⃗ ൯ 
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35 ͦ 
ߙ ͦ 35  

ሬܴ⃗  

25 ͦ 

Exercice11 :  

Soient deux forces 1F  et 2F faisant chacune respectivement un angle de 25° et 35° 

avec la résultante R qui a une valeur de 400N. Déterminer les modules des deux 
forces. 

Solution : 

R= 400N 

Utilisons la règle des sinus : 

େ
ୱ୧୬ଶହ

= 
ୱ୧୬ଷହ

= େ
ୱ୧୬

 

α = 180°-(25°+35°)⟹ α = 120° 

Tel que AB≡F1 ;  BC≡F2 ;   AC≡ R 

D’où 
మ

ୱ୧୬ଶହ°
= భ

ୱ୧୬ଷହ°
=  ୖ

ୱ୧୬
   

F2= R. ୱ୧୬ଶହ°
ୱ୧୬ଵଶ°

⟹ F2=195N  

F1= R. ୱ୧୬ଷହ°
ୱ୧୬ଵଶ°

⟹ F1=265N  

Exercice12 : 
Les forces F1 et F2 agissent sur le support comme le montre la figure ci-contre.  
 F1 = 100N, F2 = 80N 
Déterminer la résultante R des deux forces F1 et F2. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 ଶܨ⃗

 ܣ

ଵܨ⃗  ܤ
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40 ͦ 

30 ͦ 

ሬܴ⃗  

30 ͦ 

 ߙ

 ଵܨ⃗  ܤ

 ߠ

 ଶܨ⃗

 ܥ

 ܦ

Solution : 

Fଵሬሬሬሬ⃗ =100N  

Fଶሬሬሬሬ⃗ =80N  

1) Rሬሬ⃗ = Fଵሬሬሬሬ⃗ + Fଶሬሬሬሬ⃗  

Fଵሬሬሬሬ⃗ = F୶ ı⃗ + F୷ ȷ⃗   ⟹  Fଵሬሬሬሬ⃗ = Fଵcos40° ı⃗ + Fଵ sin 40°  ȷ⃗   

Donc : Fଵሬሬሬሬ⃗ = 76,60  ı⃗+ 64,28 ȷ⃗    

Fଶሬሬሬሬ⃗ = F୶ ı⃗ − F୷ ȷ⃗   ⟹  Fଶሬሬሬሬ⃗ = Fଶcos30° ı⃗ − Fଶ sin 30° ȷ⃗  

Donc : Fଶሬሬሬሬ⃗ = 69,28  ı⃗ − 40 ȷ⃗    

Rሬሬ⃗ = Fଵሬሬሬሬ⃗ + Fଶሬሬሬሬ⃗ ⟹ Rሬሬ⃗ = [76,60  ı⃗+ 64,28 ȷ⃗  ] + [69,28  ı⃗ − 40 ȷ⃗   ] 

Rሬሬ⃗ = 145,88 ı⃗+ 24,28 ȷ⃗ 

R= ටRଡ଼
ଶ + R୨

ଶ ⟹ R = 147,88N 

 

 

 

 

 

 

Exercice13 : 

La résultante de deux forces 1F  et  2F  est égale à 50N et fait un angle de 30° 

avec la force F1 =15N. Trouver le module de la force 2F et l’angle entre les deux 
forces. 

Solution : 

 

 

 

 

 ଵܨ⃗

 ܣ

 ଶܨ⃗
 ܤ

 ݕ

ሬܴ⃗  

 ܣ
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Rሬሬ⃗ = Fଵሬሬሬሬ⃗ + Fଶሬሬሬሬ⃗  

R= 50N 

α = (Rሬሬ⃗  , Fଵሬሬሬሬ⃗ ) = 30° 

Fଵ=15N 

Selon le triangle ACD 

AC2=AD2+DC2       tel que   AD = AB + BD =  Fଵ + Fଶcosθ 

DC = Fଶ sinθ 

On obtient : R2 = (Fଵ + Fଶcosθ)ଶ + (Fଶ sinθ)ଶ 

R2= Fଵଶ + Fଶଶ + 2FଵFଶcosθ……………………………………………………………….(1) 

Nous avons aussi   cos α = ୈ
ୖ

= భାమ ୡ୭ୱθ
ୖ

 

D’où  cos θ = ୖୡ୭ୱαିభ
మ

 ……………………….......................................................(2) 

En remplaçante l’expression (2) dans (1) : 

R2= Fଵଶ + Fଶଶ + 2FଵFଶ ቀ
ୖୡ୭ୱିభ

మ
ቁ ⟹ R2=Fଵଶ + Fଶଶ   + 2Fଵ(R cosα − Fଵ) 

D’où : Fଶଶ = R2- Fଵଶ-2Fଵ(R cosα − Fଵ) 

Fଶ = ටRଶ −  Fଵଶ − 2Fଵ(R cosα − Fଵ) 

Application numérique : 

 Fଶ = ඥ50ଶ −  15ଶ − 2.15(50 cos 30°− 15) ⟹ Fଶ = 37,76N 

Angle entre les deux forces : ′′θ′′ 

Selon l’expression (2) : cos θ = ହୡ୭ୱଷ°ିଵହ
ଷ,

⟹ cos θ = 0,749 
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Exercice 14 : 
La ligne d’une force R  de 800N, passe par les points A (1,22,  0,  2,74)  et             

B (0, 1,22,  2,74) dans un repère orthonormé. Déterminer les composantes de 

cette force. 

Solution : 
R= 800N 

A (1,22   0    2,74) ;  B (0   1,22   2,74) 

Détermination les composantes de la force Rሬሬ⃗  : 

Rሬሬ⃗ =R. Uሬሬ⃗    

Tel que Uሬሬ⃗  vecteur unitaire qui donne la direction de la force Rሬሬ⃗  

Nous avons aussi : ABሬሬሬሬሬ⃗ =AB. Uሬሬ⃗   ⟹ Uሬሬ⃗  =  
ሬሬሬሬሬሬ⃗


 

ABሬሬሬሬሬ⃗ =-1,22 ı⃗  + 1,22 ȷ⃗ 

AB=ඥ(−1,22 )ଶ + (1,22 )ଶ ⟹  AB = 1,725 

Uሬሬ⃗ = ିଵ,ଶଶ న⃗  ା ଵ,ଶଶ ⃗
ଵ,ଶହ

 ⟹ Uሬሬ⃗  =-0,707 ı⃗  + 0,707 ȷ⃗ 

Rሬሬ⃗ = 800N (−0,707 ı⃗   +  0,707 ȷ⃗) ⟹ Rሬሬ⃗ = −565,6 ı⃗   +  565,6 ȷ⃗ 

Exercice 15 : 

1F , 2F , 3F , 4F  schématisent les actions  exercées par  les câbles sur la tête de la 

vis. Déterminer la résultante des quatre forces. 
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Solution : 

Fଵ = 40N  ;  Fଶ = 30N ; Fଷ = 50N  ; Fସ = 30N 

La résultante  des quatre forces : 

 Rሬሬ⃗ = Fଵሬሬሬሬ⃗ + Fଶሬሬሬሬ⃗ + Fଷሬሬሬሬ⃗ + Fସሬሬሬሬ⃗  …………………………………………………………...(I) 

1er  étape : on doit connaître les composantes de chaque force : 

 Fଵሬሬሬሬ⃗  = −F୶ሬሬሬሬ⃗  ı⃗  + F୷ሬሬሬሬ⃗  ȷ⃗  ⟹   Fଵሬሬሬሬ⃗  = −Fଵ sin 15 ı⃗  +Fଵ cos 15 ȷ⃗   

Fଵ ሬሬሬሬ⃗ = −10,35 ı⃗  + 38,64 ȷ⃗   

Fଶሬሬሬሬ⃗  = Fଶ cos 35 ı⃗  + Fଶ sin 35 ȷ⃗  ⟹ Fଶሬሬሬሬ⃗ = 24,57 ı⃗  + 17,21 ȷ⃗ 

Fଷሬሬሬሬ⃗  = Fଷ cos 45 ı⃗  - Fଷ sin 45 ȷ⃗  ⟹ Fଷሬሬሬሬ⃗ = 35,35 ı⃗  - 35,35 ȷ⃗ 

Fସሬሬሬሬ⃗  = −Fସ sin 15 ı⃗  - Fଷ cos 15 ȷ⃗  ⟹ Fସሬሬሬሬ⃗ = −7,76 ı⃗  - 28,98 ȷ⃗  

L’expression (I) nous donne : Rሬሬ⃗ = 41,81 ı⃗  + 8,48 ȷ⃗ 

La résultante des quatre forces : 

Rሬሬ⃗ =ඥ(41,81 )ଶ + (8,48 )ଶ ⟹ Rሬሬ⃗ = 42,66N 

Exercice 16 : 
Déterminer les tensions des câbles dans la figure suivante : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                m = 60 Kg 
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Solution : 
Au point  C nous avons : 

Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ + Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ + Pሬሬ⃗ =  0ሬ⃗  

La projection sur les axes (C, XY), donne : 

−Tେ cos70° + Tେ cos10° = 0 …………………………………………………………(1) 

Tେ sin70°− Tେ sin10°− P = 0 ……………………………………………………….(2) 

(1) : Tେ= Tେ . 
ୡ୭ୱଵ
ୡ୭ୱ

   ⟹ Tେ = 2,88 Tେ…………………………………………......(3) 

En remplaçant l’expression (3) dans (2) : 

2,706 Tେ - 0,174 Tେ =P ⟹ Tେ


ଶ,ହଷଶ
 

                                               Tେ=1,137P 

Donc : Tେ = 669,24N 

           Tେ = 232,46N   

Exercice 17 : 
Dans un repère orthonormé, deux points A et B ont pour coordonnées :  

A(2, 2, -3) et B(5, 3, 2) ; Déterminer :  

1) Le moment du vecteur glissant AB  par rapport au centre O du repère ; 

2) Le moment du vecteur glissant AB  par rapport à la droite Δ passant par le point 

O et le point C(2, 2, 1)  

Solution : 
A (2,  2,  -3) ; B( 5,  3,  2) 

1) le moment du vecteur ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  par rapport au centre  O  du repère  

ABሬሬሬሬሬ⃗ = 3 ı⃗  +  ȷ⃗  + 5kሬ⃗        



16 
 

M൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/O = OAሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ABሬሬሬሬሬ⃗ =  ൭

2
2
−3

൱ ∧ ൭
3
1
5
൱ = 13 ı⃗  - 19 ȷ⃗  - 4 kሬ⃗    

2) le moment du ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  par rapport a la  droite (∆) passant par le point  0  et le point 

C(2  2  1)  

M൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/∆  = M൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ൯/  

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . Uሬሬ⃗ ൨ . Uሬሬ⃗   

Tel que Uሬሬ⃗  vecteur unitaire qui donne la direction de la droite (∆) definie par le point  

0  et le point C : 

Uሬሬ⃗ =େ
ሬሬሬሬሬሬ⃗

େ
=  ଶ న⃗  ା ଶ ⃗  ା ୩ሬሬ⃗

ଷ
 ⟹ Uሬሬ⃗ = ଶ

ଷ
ı⃗ + ଶ

ଷ
ȷ⃗ + ଵ

ଷ
kሬ⃗      

M൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/∆  = ൣ13 ı⃗  −  19 ȷ⃗  −  4kሬ⃗ ൧. ቂଶ

ଷ
ı⃗ + ଶ

ଷ
ȷ⃗ + ଵ

ଷ
kሬ⃗ ቃUሬሬ⃗   

M൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /∆ = - ଵ
ଷ

Uሬሬ⃗   

Exercice 18 : 

Calculer le moment en O de la force F  agissant au point B. 

 

 

 

 

 

Solution : 
F=1414N 

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /O = OBሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Fሬ⃗  

OBሬሬሬሬሬ⃗  = 2,4 ı⃗  −  ȷ⃗ 

Fሬ⃗ = F sin 45 ı⃗ + F cos 45 ȷ⃗ ⟹ Fሬ⃗ = 999,85 ı⃗ + 999,85 ȷ⃗  
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ܶሬሬሬሬ⃗  

 ଶܩ
 ݕ

ܼ 

ଷܲሬሬሬሬ⃗  

 ሬܲ⃗  

 ܣ
ܶሬሬሬሬ⃗  

 ଷܩ

ଵܲሬሬሬ⃗  

ܶሬሬሬሬ⃗  

ଶܲሬሬሬሬ⃗  
 ܤ

 ܥ

 ݔ

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /O = ൭
2,4
−1
0
൱ ∧  ൭

999,85
999,85

0
൱ ≃ 3400kሬ⃗  

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /O = 3400N . m 

Exercice 19 : 
Une plaque triangulaire ABC de masse négligeable est maintenue  dans le plan 

horizontal (x, y) par trois câbles verticaux attachés aux  points A, B et C. trois 

charges verticales P1, P2 et P3 sont appliquées  respectivement aux milieux de AB, 

BC et AC. On donne : AB=AC=6m  et P1=P3 =100N,  P2= 145N. 

1) Déterminer les vecteurs moments par rapport à A des forces extérieures 

s’exerçant sur la plaque. 

2) Déterminer les tensions TA, TB et TC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 
AB = AC = 6m 

P1 = P3  =100N ;   P2  145N 

1) moment des forces ൫Tେሬሬሬሬ⃗ ;  Tሬሬሬሬ⃗ ;  Tሬሬሬሬ⃗ ;  Pଵሬሬሬ⃗ ;  Pଶሬሬሬ⃗ ;  Pଷሬሬሬ⃗ ൯  par rapport a A 

M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A= 0 

M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A= AB ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬሬሬ⃗  
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ABሬሬሬሬሬ⃗  ൭
0
6
0
൱ ;  T ൭

0
0

T
൱  

M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A= ൭
0
6
0
൱ ∧ ൭

0
0

T
൱ = 6T ı⃗   

M൫Tሬሬ⃗େ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = ACሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tେሬሬሬሬ⃗ = ൭
6
0
0
൱ ∧ ൭

0
0

Tେ
൱ = - 6 Tେ ȷ⃗   

M൫Pሬሬ⃗ଵ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = AGଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pଵሬሬሬ⃗ = ൭
0
3
0
൱ ∧ ൭

0
0
−Pଵ

൱ = - 3 Pଵ ı⃗     

M൫Pሬሬ⃗ଶ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = AGଶሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pଶሬሬሬ⃗ = ൭
3
3
0
൱ ∧ ൭

0
0

− Pଶ
൱ = - 3 Pଶ  ı⃗  + 3 Pଶ ȷ⃗   

M൫Pሬሬ⃗ଷ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A  = AGଷሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pଷሬሬሬ⃗ = ൭
3
0
0
൱ ∧ ൭

0
0

− Pଷ
൱ = 3 Pଷ ȷ⃗   

2) déterminer les tensions  T; T; Tେ  

On applique le principe fondamental de la statique : 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧ = Oሬሬ⃗  ⟹ Pଵሬሬሬ⃗ + Pଶሬሬሬ⃗ + Pଷሬሬሬ⃗  +Tሬሬሬሬ⃗ + Tሬሬሬሬ⃗ + Tେሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ ………………………………..............(I) 

La projection sur les axes : 

L’axe (OZ) : Tେ + T + T = Pଵ + Pଶ + Pଷ ……………………………………………..(1) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗    ⟹  M൫Pሬሬ⃗ଵ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A + M൫Pሬሬ⃗ଶ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A + M൫Pሬሬ⃗ଷ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A + M൫Tሬሬ⃗൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A + M൫Tሬሬ⃗େ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A = Oሬሬ⃗  

La projection sur les axes : 

൜6T − 3Pଵ − 3Pଶ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (2) 
−6Tେ + 3Pଶ + 3Pଷ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (3) 

D’âpres les équations (2) ; (3)  et  (1), on obtient : 

T = భାమ
ଶ

          T = 122,5N 

Tେ = యାమ
ଶ

          Tେ = 122,5N 

T = (Pଵ + Pଶ + Pଷ) − (Tେ + T)        T = 100N 
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 ܩ
ܰሬሬሬሬ⃗  

 ܤ

ܶሬሬሬሬ⃗  

ሬܲ⃗  

߮ 

45 ͦ 
 ݔ

Exercice 20 : 

Une barre homogène AB de poids P et de longueur L. appuyée en A sur une plate 

forme rugueuse et extrémité B est fixée par le câble BC, inclinée d’un angle de 450 

avec l’horizontale (voir la figure). Sachant que le coefficient de frottement de la 

barre avec l’horizontale est fs. Déterminer l’angle que fait le câble BC avec 

l’horizontale permettant la barre à glisser vers le point D.   

 

 

 

 

 

 

Solution :  

 
 

 

 

                                            R୶ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

 

 

On applique les deux principes fondamentales les de la statique : 

 ∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  et ∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗     

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0 ⟹ Pሬሬ⃗ + Tሬሬሬሬ⃗ + R୶ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + Nሬሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ …………………………………………………(I) 

La projection sur les axes : 

 (x x') : = -RAx+T cosφ = 0 ⟹ fୱ. N =  T cosφ 

Donc on a : fୱ. N =  Tሬሬሬሬ⃗ cos φ…………………………………………………………..(1) 

 ݕ 
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 (y y') : - P + N +  T sinφ = 0………………………………………………….(2) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗    = Oሬሬ⃗  ⟹   M൫Pሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A + M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = Oሬሬ⃗  …………………………………..(II)                           

(II):  AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬሬሬ⃗ =0 ………………………………………………………………..(3) 

AGሬሬሬሬሬ⃗ ቌ

ై
మ ୡ୭ୱସହ

ై
మ ୱ୧୬ସହ

ቍ ;   Pሬሬ⃗   ൬


ି୮൰ ; AB ൬
 ୡ୭ୱସହ

 ୱ୧୬ସହ
൰   ; T ቆ

ా ୡ୭ୱφ

ా ୱ୧୬φ
ቇ 

(3):  - P 
ଶ

cos 45+LT cos 45 sin φ− LT sin 45 cos φ = 0 

Remarque : un cas particulier : sin 45 = cos 45 

Donc : − 
ଶ
+ T sin φ − T cos φ = 0 ⟹   T = 

ଶ(ୱ୧୬φିୡ୭ୱφ) ………………... (4) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯୧ /B=Oሬሬ⃗  ⟹    BGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + BAሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Rሬሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗  

⎝

⎜
⎛
− L

2 cos 45

−L
2 sin 45

⎠

⎟
⎞
∧ ቌ

0

−P
ቍ + ቌ

−L cos 45

−L sin 45
ቍ ∧ ቌ

−fୱN

N
ቍ = ቌ

0

0
ቍ 

+P. 
ଶ

cos 45 − N. L cos 45−fୱN. L sin 45 = 0 ⟹ N = 
ଶ(ଵା౩)

……………….(5) 

En remplaçant l’expression (5) et (4)  dans  (1) : 

fୱ =
P

2(1 + fୱ) =
P cos φ

2(sin φ− cos φ) ⟹ tg φ = 2 +
1
fୱ

 

D’où : φ = arctg ቀ2 + ଵ
౩
ቁ 

Exercice 21 : 
On maintient une poutre en équilibre statique à l’aide d’une charge P suspendue à 

un câble inextensible de masse négligeable, passant par une poulie comme 

indiqué sur la figure. La poutre a une longueur de 8m et une masse de 50 Kg et 

fait un angle de 45° avec l’horizontale et 30° avec le câble.  
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 ܩ
ܴሬሬሬሬ⃗  

ܶሬሬሬሬ⃗ ܤ  

ሬܲ⃗  

0 

 ܣ

30 ͦ 

45 ͦ 

 ݕ
 ݔ

Déterminer la tension dans le câble ainsi que la grandeur de la réaction en A ainsi 

que sa direction par rapport à l’horizontale. 

 

 

 

 

Solution : 
 

 

 

 

 

L = 8m   ; m = 50kg 

Déterminer  T et R 

 ∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0   ⟹ Rሬሬሬሬሬ⃗ + Pሬሬ⃗ + Tሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (I) 

La projection sur les axes : 

(x x') :RAx – TB cos 15 = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (1) 

(y y') : RAy - TB sin 15 = P … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (2) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗   ⟹   M൫Pሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A + M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = Oሬሬ⃗ ………………………………………...(II) 

 (II) : AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬሬሬ⃗ =0 

൮
2√2

2√2
൲ ∧ ቌ

0

−P
ቍ + ൮

4√2

4√2
൲∧ ቌ

−T cos 15

−T sin 15
ቍ = ቌ

0

0
ቍ 

-2√2P - 4√2 T sin 45 + 4√2 T sin 45 = 0 

Donc :  T = 
ଶ(ୡ୭ୱଵହିୱ୧୬ଵହ) ………………………………………………………. (3) 

A.N :  T = 346,89N 
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ܴሬሬሬሬ⃗  

 ߚ

ܶሬሬሬሬሬሬ⃗  

0 

 ܩͦ

 ݕ
 ݔ

 ߙ

 ܣ

En remplaçant l’expression (3) dans (1)  et  (2) : 

RAx = ୡ୭ୱଵହ
ଶ(ୡ୭ୱଵହିୱ୧୬ଵହ)

   ⟹  RAx  = 335N 

RAy =  ୱ୧୬ଵହ
ଶ(ୡ୭ୱଵହିୱ୧୬ଵହ)

  +P   ⟹ RAy  = 580,28N 

RA= 670N 

Exercice 22 : 

Une barre homogène pesant 80 N est liée par une articulation cylindrique en son 

extrémité A à un mur. Elle est retenue sous un angle de   45° avec la verticale par 

un câble inextensible de masse négligeable à l’autre extrémité B. Le câble fait un 

angle de 20° avec la barre. Déterminer la tension dans le câble et la réaction au 

point A. 

 

 

 

 

Solution : 

 

 

 

 

 

 

La barre : P = 80N ; 

Point A : articulation cylindrique ⟹ deux forces 

D’une  façon générale : * La barre fait un angle β avec la verticale 

                                       * Le câble fait un angle α avec la barre 
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Déterminer la tension Tେ   et   R : 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  ⟹ Pሬሬ⃗ + Rሬሬሬሬሬ⃗ + Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ ………………………………………………………..(I) 

La projection sur les axes : 

(x x') : R୶   - Tେ sin(β − α) = 0  ⟹ R୶ = Tେ sin(β − α)…………………………...(1) 

(y y') : −P +  Tେ cos(β − α) + R୷ = 0 ⟹  R୷ = P − Tେ cos(β − α)………………(2) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗    = 0 ⟹ AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ ……………………………………..(II) 

⎝

⎜
⎛

L
2 sin β

− L
2 cosβ

⎠

⎟
⎞
∧ ቌ

0

−P
ቍ + ቌ

L sinβ

−L sin β
ቍ ∧ ቌ

−Tେ sin(β − α)

Tେ cos(β − α)
ቍ = ቌ

0

0
ቍ 

On trouve : 


ଶ

sinβ = T [sin β cos(β − α) − T cosβ sin(β − α)]ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୀୱ୧୬

⟹ Tେ

ଶ

. ୱ୧୬ஒ
ୱ୧୬

………………..(3) 

En remplaçant l’expression (3) dans (1)  et  (2) : 

R୶ =
P
2 .

sin β
sinα . sin(β − α) 

R୷ = P ቈ1 −
sinβ cos(β − α)

2sinα
 

Application numérique : on remplace β = 45°   ;α = 20° 

Exercice 23: 

Soit une barre AC fixée à l’appui A et au câble BC (voir figure). Déterminer la 

réaction au niveau de l’appui A et la tension du câble. 

 

 

 

 

 

 

ሬሬ⃗ࡼ   

ሬሬ⃗ࡼ   
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Exercice 24 : 
Calculer les réactions d’appuis de la poutre ci-dessous. 

 

 

 

 

 

 

                       Figure 01                                                                 Figure02 

Solution :   

Figure 01 

 
 

 

 

 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  ⟹  Fሬሬ⃗ 1 + Fሬሬ⃗ 2 + Fሬሬ⃗ 3 + Rሬሬ⃗ A + Rሬሬ⃗ B = 0ሬሬ⃗ … … … … … … … … … … … … … … … (I)  

La projection (xx') : 

Fଵ − Fଷ cos 60 + Rଡ଼ = 0 ⟹ Rଡ଼ = Fଷ cos 60 − Fଵ ⟹ Rଡ଼ = −5kN 

La projection (yy') : 

R୷ − Fଶ − Fଷ sin 60 + R୷ = 0 ⟹ R୷ + R୷ = Fଶ + Fଷ sin 60 … … … … … . (1) 

On a deux inconnues : R୷ et R୷ 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  ⟹ R୷. 7 − Fଷ sin 60.5,5 − Fଶ. 2 − Fଵ. 2 = 0 … … … … … (II) 

           ⟹ R୷. 7 = Fଶ. 2 + Fଵ. 2 + Fଷ sin 60.5,5 ⟹ R୷ = 73,6KN 

           (1) : R୷ = 37,4KN 
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Figure 02 

 

 

 

 

 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  ⟹ Fሬ⃗ ଵ + Fሬ⃗ ଶ + Qሬሬ⃗ + Rሬሬ⃗  + Rሬሬ⃗  = 0ሬ⃗ … … … … … … … … … … … … … … … … (I) 

La projection (xx') : 

R୶ − Fଶ cos 60 = 0 ⟹ R୶ = Fଶ cos 60 ⟹ R୶ = 2KN 

La projection (yy') : 

−Q − Fଵ − Fଶ sin 60 + R୷ +  R = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … (1) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  ⟹  R୷. 3 − Fଶ sin 60 . 2 − Fଵ. 1 + Q. 1 = 0 

                        ⟹ R୷ = ଶమ ୱ୧୬ାభି୕
ଷ

 

Donc : R୷ = ସ.√ଷାଽି
ଷ

⟹ R୷ = 3,31KN 

(1) : R =  Q + Fଵ + Fଶ sin 60 − R୷ 

             R =  15,15KN       avec    R =  3,87KN 

Exercice 25: 
Déterminer la tension dans le câble AB et la réaction d’appui (voir figure). 

On donne : a, b, ϴ, R. 
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Solution :  
 

 

 

 

 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0 ⟹ Tሬሬ⃗ + Rሬሬ⃗ େ + Fሬ⃗ = 0ሬ⃗ … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (I) 

Les vecteurs de charges : 

Fሬ⃗ ൭
0
−F
0
൱        Rሬሬ⃗ େ ൭

Rୡ୶
Rୡ୷

0
൱      Tሬሬ⃗ ൭−

T cosβ
T sin β

0
൱ 

  (I):ቐ
Rୡ୶ + T cosβ = 0 

Rୡ୷ − F − T sinβ = 0
       ⟹

                    Rୡ୶ = −T cosβ… … … … (1)

                      Rୡ୷ = F + T sinβ… … ..  (2)
 

Nous avons deux équations (1) et (2) avec trois inconnues : 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /c = Oሬሬ⃗    ⟹  M൫Tሬ⃗ AB൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /C + M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /C = 0ሬ⃗ … … … … … … . (II) 

M൫Tሬሬ⃗൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /C = CAሬሬሬሬሬ⃗ ⋀Tሬሬ⃗ AB = ൭

a cosϑ
−a sinϑ

0
൱⋀൭−

TAB cosβ
TAB sinβ

0
൱ 

                   = a T(cosϑ sin β + cosβ sin ϑ)kሬ⃗ = a T sin(ϑ + β) 

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ /C  = CDሬሬሬሬሬሬ⃗ ⋀Fሬ⃗  = ൭
b cosϑ
b sin ϑ

0
൱⋀൭−

0
F
0
൱  =  kሬሬሬሬ⃗ [−F. b cosϑ] 

(II):  aT(cosϑ sin β + cosβ sinϑ) = Fb cosϑ

Donc T =
F. b cosϑ

a sin(ϑ + β)
 

(1) : Rୡ୶ = −T cosβ = ି.ୠୡ୭ୱ ୡ୭ୱஒ
ୟ ୱ୧୬(ାஒ)

 

Rୡ୷ = F + T sinβ = F ൬1 +
b cosϑ sinβ
a sin(ϑ + β)൰ 
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Remarque : l’angle β est inconnu : 

Lଶ = aଶ cosଶ ϑ + (R − a sin ϑ)ଶ = aଶ + Rଶ − 2aR sin ϑ 

L = ඥaଶ + Rଶ − 2aR sin ϑ 

sin β =
R − a sinϑ

L
⟹ sinβ =

R − a sinϑ
√aଶ + Rଶ − 2aR sinϑ

 

β = arc sin 
R − a sin ϑ

√aଶ + Rଶ − 2aR sin ϑ
൨ 

Exercice 26: 

Déterminer les réactions au niveau des appuis de la poutre suivante : 

 

 

 

 

 

 

Exercice 27 : 
Une poutre de poids P = 300N et de longueur 2L est maintenue en position 

horizontale par deux câbles DB et CB comme indiqué sur la figure. On suspend à 

son extrémité une charge Q = 500N. L’articulation au point A est sphérique. 

Déterminer les tensions dans les deux câbles et la réaction au point A. 
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Solution : 

 

 

 

 

 

 

 

P = 300N   ;    2L 

Q = 500N 

Point A : articulation sphérique : 03 forces 

*déterminer : Tେ   ; Tୈ ; R 

A ൭
0
0
0
൱ ;  B൭

3
0
0
൱  ;  C൭

0
2

−1,5
൱ ;  D൭

0
2

1,5
൱ ;  E൭

1,5
0
0
൱ 

Pሬሬ⃗ = −PJ⃗  

Tሬሬ⃗େ = Tେ. Uሬሬ⃗ େ 

Uሬሬ⃗ େ =
BCሬሬሬሬሬ⃗
BC =

−3ı⃗ +  2J⃗ − 1,5kሬ⃗

ඥ15,25
= −0,76ı⃗ +  0,5J⃗ − 0,38kሬ⃗  

Tሬሬ⃗େ = Tେ൫−0,76ı⃗+  0,5J⃗ − 0,38kሬ⃗ ൯ 

Tୈ = Tୈ . Uሬሬ⃗ େ 

Uሬሬ⃗ ୈ =
BDሬሬሬሬሬ⃗
BD =

−3ı⃗ +  2J⃗ + 1,5kሬ⃗

ඥ15,25
= −0,76ı⃗+  0,5J⃗ + 0,38kሬ⃗  

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ൫−0,76ı⃗ +  0,5J⃗ + 0,38kሬ⃗ ൯ 

En  A liaison sphérique : R୶ ; R୷ ; R 

La poutre est en équilibre statique : 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  et ∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗     
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∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = 0  ⟹ Rሬሬሬሬሬ⃗ + Pሬሬ⃗  + Qሬሬ⃗ + Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ + Tሬሬ⃗ୈ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … (I) 

La projection sur les axes : 

R୶ − 0,76Tେ − 0,76 Tୈ =0 ……………………(1) 

R୷ +0,5 Tେ + 0,5 Tୈ − Q − P =0 …………..…(2) 

R − 0,38Tେ + 0,38 Tୈ =0 ……………………(3) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  ⟹ AEሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫Tେሬሬሬሬሬሬ⃗ + Tሬሬ⃗ୈ൯ + ൫ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Qሬሬ⃗ ൯ = Oሬሬ⃗ … … … … … … … … . (II) 

II : ൭
1,5
0
0
൱ ∧ ൭

0
−P
0
൱ + ൭

3
0
0
൱ ∧ ൭

−0,76 Tେ
0,5 Tେ
−0,38Tେ

൱ + ൭
3
0
0
൱ ∧ ൭

−0,76 Tୈ
0,5 Tୈ
0,38Tୈ

൱ + ൭
3
0
0
൱ ∧ ൭

0
−Q
0
൱ + ൭

0
0
0
൱ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0 = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … . . … … … … … … … … … … … … … … … . . (4)

3 . 0,38Tୈ − 3 . 0,38Tେ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (5)

−1,5P − 3 Q + 3. 0,5 Tୈ + 3 . 0,5 Tେ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … . (6)

 

(5):  Tେ = Tୈ = T 

(6)∶  Tେ = Tୈ = ଵ,ହାଷ୕
ଷ

 

(1)∶ R୶ =1,52T 

(2): R୷ = P + Q − T 

(3) : R = 0  

RA = ටR୶
ଶ + R୷

ଶ + R
ଶ  

A.N : T = 650N;    R୶ = 988N;     R୷ = 150N;     R = 0,      RA= 999,32N 

Exercice 28 : 
Une barre ABC coudée à 900 en B est fixée au mur par Une articulation sphérique 

(A). Elle est maintenue dans sa position horizontale par trois câbles DB, EB et FC. 

Au point K, on applique sur la barre une charge verticale Q=200N. 

On donne AB= 4m ; BK=KC=1m ; AD=AE=3m. 



30 
 

 Les poids des morceaux AB et BC de la barre sont respectivement P1=800N et 

P2= 400N. 

1- Etablir les équations scalaires d’équilibre statique de     la barre ABC. 

2- En déduire les valeurs des tensions des câbles et de la réaction d’appui au 

point A. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 
Liaison sphérique En  A: R୶ ; R୷ ; R 

Q = 200N 

Pଵ = 800N ; Pଶ = 400N 

AB = 4m   ;   BK = KC = 1m 

AD = AE = 3m 

1) établir les équations scalaires d’équilibre statique de la barre ABC : 

Pଵሬሬሬ⃗ = −Pଵkሬ⃗    ;  Pଶሬሬሬ⃗ = −Pଶkሬ⃗  ;  Qሬሬ⃗ = −Qkሬ⃗      

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ . Uሬሬ⃗ ୈ 

Uሬሬ⃗ ୈ: Vecteur unitaire qui donne la direction de Tሬሬ⃗ୈ 

A ൭
0
0
0
൱ ;  B൭

4
0
0
൱  ;  C൭

4
2
0
൱ ;  D൭

0
−3
0
൱ ;  E൭

0
0
3
൱ ;  F൭

0
2
3
൱ ;  K൭

4
1
3
൱ 
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Uሬሬ⃗ ୈ = ୈ
ሬሬሬሬሬሬ⃗

ୈ
= ିସన⃗ି ଷ⃗

√ଵାଽ
= − ସ

ହ
ı⃗ − ଷ

ହ
J⃗ 

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ ቀ−
ସ
ହ
ı⃗ − ଷ

ହ
J⃗ቁ 

Tሬሬ⃗ = T. Uሬሬ⃗  

Uሬሬ⃗  = 
ሬሬሬሬሬ⃗


= ିସన⃗ା ଷ୩ሬሬ⃗

√ଵାଽ
= − ସ

ହ
ı⃗ + ଷ

ହ
kሬ⃗  

Tሬሬ⃗ = T ቀ−
ସ
ହ
ı⃗ + ଷ

ହ
kሬ⃗ ቁ 

Tሬሬ⃗ େ = Tେ. Uሬሬ⃗ େ 

Uሬሬ⃗ େ = େ
ሬሬሬሬሬ⃗

େ
= ିସన⃗ା ଷ୩ሬሬ⃗

√ଵାଽ
= − ସ

ହ
ı⃗ + ଷ

ହ
kሬ⃗  

Tሬሬ⃗ େ = Tେ ቀ−
ସ
ହ
ı⃗ + ଷ

ହ
kሬ⃗ ቁ 

La barre ABC est en équilibre statique : 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗   et ∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  =  Oሬሬ⃗   ⟹ Rሬሬሬሬሬ⃗ + Tሬሬ⃗ୈ + Tሬሬ⃗ + Tሬሬ⃗େ + Pଵሬሬሬ⃗  +Pଶሬሬሬ⃗  +Qሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ … … … … … … … … … … … … (I) 

La projection sur les axes : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧R୶ + 0 + 0 + 0 −

4
5 Tୈ −

4
5 T −

4
5 Tେ = 0

R୷ + 0 + 0 + 0−
3
5 Tୈ − 0− 0 = 0               

R − Pଵ − Pଶ − Q + 0 +
3
5 T +

3
5 Tେ = 0

 

Donc : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧R୶ −

4
5

(Tୈ + T + Tେ) = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (1)

R୷ −
3
5 Tୈ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (2)

R +
3
5

(T + Tେ) = Pଵ + Pଶ + Q … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (3)

 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  ⟹  ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫Tୈሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + Tሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯+ ACሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬ⃗େ + AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pଵሬሬሬ⃗ + AKሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pଶሬሬሬ⃗ + AKሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Qሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗  
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D’âpres calcul vectoriel ; on obtient : 

6
5 Tେ − Pଶ − Q = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (4)

12
5 T +

12
5 Tେ − 2Pଵ − 4Pଶ − 4Q = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (5)

−
12
5 Tୈ −

8
5 Tେ = 0 … … … … … … … … … . . . … … … … … … … … … … … … … … … … … (6)

 

Donc, il existe 06 équations scalaires d’équilibre statique  

2) déduire les valeurs  des tensions Tୈ , T, Tେ et R 

(4) : Tେ = ହ


(Pଶ + Q)  ⟹  Tେ = 500N 

(5) : T = ହ


(Pଵ + Pଶ + Q)  ⟹  T = 1166,67N 

(6) : Tୈ = ହ
ଽ

(Pଶ + Q)  ⟹  Tୈ = 333,33N 

(1) :  R୶ = 1600N  ; R୷ = 200N  ; R = 400N 

Exercice 29 : 
Un mât vertical de poids négligeable est soumis à une force horizontale F de 4 KN 

(parallèle à l’axe y) et est maintenue à la vertical par deux câbles BC et  BD et par 

une liaison rotules (sphérique) en A. 

1) Exprimer vectoriellement la force F et les deux tensions TBC et TBD agissant sur 

le mât en fonction de i, j et k. 

2) Ecrire l’équation vectorielle exprimant la première condition d’équilibre du mât 

désignant une résultante nulle. Déduire les équations projetées selon les trois 

axes x, y et z. 

3) Déterminer les vecteurs moments par rapport à A de F, TBC et TBD. 

4) Donner les équations d’équilibre, projetées selon les trois axes, caractérisant un 

moment résultants nul. 

5) Déduire les deux tensions TBC et TBD ainsi que la réaction RA.   

on donne B (0, 0, 6) ; C(-4,0, 0) ; D(3, 3, 1) ; G(0, 0, 3) 
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Solution : 
F = 4KN   

B(0 0 6); C(−4 0 0); D(3 3 1); G(0 0 3) 

Liaison sphérique En A: R୶ ; R୷ ; R 

1) Exprimer vectoriellement la force  F et Tେ ; Tୈ 

Fሬ⃗ = −FJ⃗ 

Tሬሬ⃗େ = Tେ. Uሬሬ⃗ େ 

Uሬሬ⃗ େ : Vecteur unitaire qui donne la direction de Tሬሬ⃗େ 

Uሬሬ⃗ େ = େ
ሬሬሬሬሬ⃗

େ
= ିସన⃗ି ୩ሬሬ⃗

√ଵାଷ
= −0,447ı⃗ − 0,894kሬ⃗  

Tሬሬ⃗େ = Tେ ൫−0,447ı⃗ − 0,894kሬ⃗ ൯ 

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ . Uሬሬ⃗ ୈ 

Uሬሬ⃗ ୈ  = ୈ
ሬሬሬሬሬሬ⃗

ୈ
= ଷన⃗ା ଷ⃗ିହ୩ሬሬ⃗

√ଽାଽାଶହ
= 0,458ı⃗ + 0,458J⃗ − 0,763kሬ⃗  

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ . ൫0,458ı⃗+ 0,458J⃗ − 0,763kሬ⃗ ൯ 

2) les équations d’équilibre : 

La barre en équilibre statique : ∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗    

Fሬ⃗ + Tሬሬ⃗ୈ + Tሬሬ⃗େ + Rሬሬ⃗  = Oሬሬ⃗  
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

R୶ − 0,447Tେ + 0,458Tୈ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (1)

R୷ − F + 0,458 Tୈ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (2)

R − 0,894 Tେ − 0,763 Tୈ = 0 … . . … … … … … … … … … … … … … … … … … … (3)

 

Déterminer les vecteurs moments par rapport à A :  

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A= AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Fሬ⃗ = ൭

0
0
3
൱ ∧ ൭

0
−F
0
൱ 

M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A =3Fı⃗ 

M൫Tሬሬ⃗େ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬ⃗େ = ൭
0
0
6
൱ ∧ ൭

−0,447 Tେ 
0

0,894 Tେ
൱ 

M൫Tሬሬ⃗େ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = = 2,682 TେJ⃗ 

M൫Tሬሬ⃗ୈ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A= ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tሬሬ⃗ୈ = ൭
0
0
6
൱ ∧ ൭

0,458 Tୈ 
0,458 Tୈ
−0,763 Tୈ

൱ 

M൫Tሬሬ⃗ୈ൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = −2,748 Tୈ ı⃗+2,748TBDJ⃗ 

4) Donner les équations d’équilibre, projetées selon les trois axes, caractérisant un 

moment résultants nul. 

M൫Fሬ⃗ ୣ୶୲൯
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

/A = Oሬሬ⃗ ⟹ M൫Fሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A +M൫Tሬሬ⃗େ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A + M൫Tሬሬ⃗ୈ൯

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
/A = 0  

ቐ
3F − 2,748 Tୈ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (4)

2,748 Tେ + 2,748 Tୈ = 0 … . … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (5)
 

5) Déduire les deux tensions TBC et TBD ainsi que la réaction RA 

 (4)∶  Tୈ = ଷ
ଶ,ସ଼

F ⟹  Tୈ = 1,09F 

                Tୈ = 4,37KN 

 Tେ =
2,748
2,682  Tୈ ⟹  Tେ = 1,02 Tୈ ⟹  Tେ = 4,48kN 
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(2):

(1): R୶ = 0,447Tେ − 0,458Tୈ  ⟹ R୶ ≃ 0

R୷ = −F + 0,458 Tୈ                               ⟹ R୷ = 2kN

(3): R = 0,894 Tେ − 0,763 Tୈ        ⟹ R = 0,671kN

 

Exercice 30 :  
Une porte métallique rectangulaire de densité uniforme de dimensions a x b, de 

poids P, est maintenue en position verticale par deux articulations, l’une sphérique 

au point O et l’autre cylindrique au point A. Une force F est appliquée 

perpendiculairement au plan de la porte au point C milieu de la longueur. Afin de 

maintenir cette porte en position fermée, on applique un moment M au point A.  

Déterminer les réactions au niveau des articulations O et A ainsi que la force F 

pour ouvrir la porte. 

On donne : a= 2m,   b= 3m,   BC= b/2, M= 400N,    P= 800N  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 
Une porte : a.b 

a = 2m ; b = 3m ; BC = b/2  

 M = 400N.m ; P = 800N 

Liaison sphérique en O: R୶ ; R୷ ; R 

Liaison cylindrique en A : R୶ ; R୷  
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La porte est en équilibre statique : ∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗   et ∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /O = Oሬሬ⃗  

1) Pሬሬ⃗ = −Pkሬ⃗  

  Fሬ⃗ = Fı⃗ 

Rሬሬ⃗ ୭ = R୶ ı⃗ +R୷ȷ⃗+Rkሬ⃗  

Rሬሬ⃗ =R୶ ı⃗ +R୷ ȷ⃗ 

∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗ ⟹ Pሬሬ⃗ + Fሬ⃗ +Rሬሬ⃗ +Rሬሬ⃗  = Oሬሬ⃗ ………………………………………………………...(I) 

R୶ + R୶ + F = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (1) 

R୷ + R୷ = 0 … … … … … … . . … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (2) 

R −  P = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (3) 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /O = Oሬሬ⃗  ⟹ OAሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Rሬሬ⃗  + OCሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Fሬ⃗  + OGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗ + Mሬሬሬ⃗ = Oሬሬ⃗ … … … … … … … … … … … . . (II) 

OAሬሬሬሬሬ⃗  ൭
0
0
b
൱ ;   OCሬሬሬሬሬ⃗ ቌ

0
a
ୠ
ଶ

ቍ ;  OGሬሬሬሬሬ⃗ ൮

0
ୟ
ଶ
ୠ
ଶ

൲ 

(II) :  ൭
0
0
b
൱ ∧ ൭

R୶
R୷

0
൱ + ቌ

0
a
ୠ
ଶ

ቍ ∧ ൭
F
0
0
൱ + ൮

0
ୟ
ଶ
ୠ
ଶ

൲ ∧ ൭
0
0
−P

൱ + ൭
0
0
−M

൱ = ൭
0
0
0
൱ 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧−bR୷ −

a
2 P = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (4)

bR୶ +
b
2 F = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . (5)

−aF – M = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (6)

 

(6) : F =- 
ୟ
 ⟹ F =- 200N 

(5) : R୶ = -
ଶ
 ⟹ R୶ =100N 

(4) : R୷ = -ୟ
ଶୠ

 ⟹ R୷ = - 266,67N  

(3) : R= P ⟹ R =800 N  
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(2) : R୷=−R୷ ⟹ R୷ = 266,67N  

(1) : R୶=−F − R୶ ⟹ R୭୶ =100N  

Exercice 31 : 
Une plaque triangulaire, homogène, de poids P, est maintenue en équilibre statique dans 

la position horizontale, par une corde inextensible BD, de masse négligeable, comme 

indiqué sur la figure. 

- Déterminer la tension dans la corde et les réactions aux points A et C sachant que 

la liaison en point A est sphérique et en point C cylindrique. 

On donne: AB=AC= AD=a 

/Le centre de masse de la plaque est le point G de coordonnées (a/3, a/3, 0) 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 
AB = AC = AD = a 

A ൭
0
0
0
൱ ;  Bቆ

a
0
0
ቇ  ;  C൭

0
a
0
൱ ;  D൭

0
0
a
൱ 

Le centre de gravité de la plaque triangulaire ABC : G (a/3, a/3,0) 

Liaison en A sphérique : R୶ ; R୷ ; R 

Liaison en C cylindrique : Rେ୶ ; Rେ  

Déterminer Tୈ ; R et Rୡ 

La plaque est en équilibre statique : ∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗   et ∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  
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∑ Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗୧  = Oሬሬ⃗   ⟹ Pሬሬ⃗ + Tሬሬ⃗ୈ + Rሬሬ⃗  + Rሬሬ⃗ େ = Oሬሬ⃗  

Pሬሬ⃗  = −Pkሬ⃗        

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ . Uሬሬ⃗ ୈ 

Uሬሬ⃗ ୈ = ୈ
ሬሬሬሬሬሬ⃗

ୈ
= ିୟన⃗ା ୟ୩ሬሬ⃗

ଶ√ଶ
= ି√ଶ

ଶ
ı⃗ + √ଶ

ଶ
kሬ⃗ = −0,707ı⃗ + 0,707kሬ⃗  

Tሬሬ⃗ୈ = Tୈ൫−0,707ı⃗+ 0,707kሬ⃗ ൯ 

La projection sur les axes :(0,XYZ) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

R୶ − 0,707 Tୈ + Rେ୶ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (1)

R୷ = 0 … … … … … … … … … … … . … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (2)

−P + 0,707 Tୈ + Rେ + R = 0 … . . … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (3)

 

∑ M൫Fୣ୶୲ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
୧ /A = Oሬሬ⃗  ⟹ ABሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Tୈ + AGሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Pሬሬ⃗  + ACሬሬሬሬሬ⃗ + Rେ = 0… ………………………….. (II) 

 (II) ⟹ ቆ
a
0
0
ቇ ∧ ൭

−0,707 Tୈ
0

0,707 Tୈ
൱ + ൮

ୟ
ଷ
ୟ
ଷ
0

൲ ∧ ൭
0
0
−P

൱ + ൭
0
a
0
൱ ∧ ൭

Rେ୶
0

Rେ

൱ = ൭
0
0
0
൱ 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧−

a
3 P + aRେ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . … … … (4)

0,707 a Tୈ +
a
3 P = 0 … … … . … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (5)

−aRେ୶ = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (6)

 

(6) : Rେ୶ = 0 

(5) : Tୈ = 0,471 P 

(4) : Rେ = 
ଷ
 

(3) : R = 0,334 P  

(2) : R୷  = 0 

(1) : R୶ = 0,333 P   

Tୈ =0,471 P   ; R = 0,471 P;    Rେ= 
ଷ
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Exercice 32 : 
Une tige courbe homogène est formé par trois cercles (un cercle de rayon 2R et 

deux cercles rayon R). Déterminer les coordonnées de son centre de masse. 

 
 
 
 
 
 

Solution :  
1) centre d’inertie d’un demi-cercle de rayon 2R : 

L’axe  (O୷) est un axe de symétrie, donc : 

Xଵୋ = 0 

yୋଵ= ଵ
୫భ
∫ ydm. (le centre de masse du solide est situé sur l’axe O୷ ) 

Le solide est linéaire, sa masse est donné par : 

mଵ= ∫ ℷdℓ où ℷ est la densité linéaire et dℓ un élément de longueur. 

dℓ ൜x = 2R cosθ
y = 2R sin θ   avec 0 ≤ θ ≤ π 

mଵ=ℷ ∫ dℓ =ℷ ∫ 2Rdθ ⟹ mଵ= ℷ2R∫ dθ ⟹
  mଵ= ℷπ2R. 

yଵୋ= ଵ
୫
∫ ydm =  ଵ

୫భ
∫ 2R sin θ ℷ2Rdθ⟹ yଵୋ = ଵ

ℷଶୖ
 .4Rଶℷ ∫ sin θ dθ

  

yଵୋ= ଶୖ


[− cosθ]π0 ⟹ yଵୋ = ସୖ


 

Gଵ ቊ
xଵୋ = 0
yଵୋ = ସୖ


   avec  mଵ=ℷ2πR 

b) centre d’inertie d’un demie cercle (2) rayon R : 

Masse d’un demi-cercle : 

dmଶ=ℷdℓଶ 

Même méthode : mଶ=ℷπR 
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xଶୋ= ଵ
୫మ
∫ xdm  tel que :  dℓ ൜x = −R cosθ

y = −R sinθ      0 ≤ θ ≤ π 

yଶୋ= ଵ
୫మ
∫ ydm 

xଶୋ= ଵ
ℷπୖ ∫R cosθ dm =  ଵ

ℷπୖ ∫ R cosθ . ℷRdθ
  

xଶୋ= ℷୖ
మ

ℷπୖ ∫  cosθ ⟹
 xଶୋ

ୖ


[sinθ]π0 = 0 

yଶୋ= ଵ
୫మ
∫ ydm =  ଵ

ℷπୖ ∫−R sinθ ℷRdθ = ିୖ
π ∫  sin θ dθ

  

yଶୋ=− ୖ
π

[− cosθ]π0 ⟹ yଶୋ=− ଶୖ
π

 

Remarque : par la symétrie «  demi-cercle 2 et 3 », on trouve : 

 yଶୋ=yଷୋ = − ଶୖ
π

   ainsi mଶ=mଷ=ℷπR 

Le solide est homogène, alors les coordonnées du centre d’inertie du solide qui 

est un système composé seront données par les relations suivantes : 

Sur l’axe des x : xୋ=
୫భ୶భృశౣమ౮మృశౣయ౮యృ

୫భା୫మା୫య
 

D’où : xୋ = 0 

De même sur l’axe des y : 

yୋ=
୫భ୷భృశౣమ౯మృశౣయ౯యృ

୫భା୫మା୫య
 

D’où : 

yୋ = 
ర
ಘ .ଶୖାቀିమಘ ቁ(ୖ)ିమಘ (ୖ)

ଶୖାୖାୖ
 

yୋ = ୖ

 

Les coordonnes du centre d’inertie du solide composé sont : Gቀ0, ୖ

ቁ. 
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Exercice 33 : 
Déterminer les coordonnées du centre de masse de la surface du triangle isocèle 

présenté ci-contre : 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Soit  S : la surface du triangle 

dS = dxdy : la droite limitant le triangle a pour équation : 

y=-x+a ; où   x=-y+a 

ܵ = ∫ dxdy =  ∫ ∫. ݔ݀ ି௫ݕ݀



 =  ∫ (ܽ −  ݔ݀(ݔ

 = ܽଶ − మ 
ଶ

 = 
మ

ଶ
 

dm=ߪ ds  ⟹݉ = ⟹  S .ߪ   ݉ =  ߪ
మ

ଶ
 

xୋ=ଵ
୫
d݉ = ଵݔ∫

ఙ మ
ݕ݀ ݔ݀ ߪݔ∫ =  ଶ

మ
∫ ݔ݀ݔ
 ∫ ି௫ݕ݀

  

xୋ= ଶ
మ
∫ a)ݔ − x)dx ⟹ xୋ= ଶ

మ
ൣ∫ ݔ݀ݔܽ
 − ∫ ݔଶ݀ݔ

 ൧ 

xୋ= ଶ
మ
ቂ

య


ቃ ⟹ xୋ = 

ଷ
 

yୋ=ଵ
୫
d݉ݕ∫ =  ଵ

ఙ మ
∫ ݕ݀ ݔ݀ ߪݕ =  ଶఙ 

ఙ మ
∫ ݕ݀ݕ
 ∫ ି௬ݔ݀

  

yୋ= ଶ
మ
∫ a)ݕ − y)dy ⟹ yୋ =  

ଷ
 

Les coordonnées du centre de masse du triangle isocèle :  Gቀ
ଷ

, 
ଷ
ቁ 

 
 



42 
 

Exercice 34 : 
Déterminer les coordonnées du centre d’inertie de la figure suivante par 

intégration et par le théorème de Guldin.  

 

 

 

 

Solution : 

1) Par intégration : 

L’axe (Oz) est un axe de symétrie ; donc : 

xୋ=0 ; ݖୋ=ଵ
୫∫ݖd݉ 

a)centre de mase du demi-disque de rayon R : 

mଵ=∫ߪ dܵ   où ߪ : est la densité surfacique 

                         ds : l’élément de surface à pour coordonnée : 

ds ቄݔ = ݎ cosߠ
ݖ = ݎ sin ߠ    avec  0 ≤ ߠ ≤ ;  ߨ 0 ≤ ݎ ≤ ܴ 

mଵ=ߪ ∫ ߠ݀ݎ݀ݎ = ∫ ߪ ோݎ݀ݎ
 ∫ గߠ݀

 ⇒  mଵ = ோ ߨ. ߪ
మ

ଶ
 

=ଵୋݖ ଵ
୫భ
∫ ݉݀ݖ = ଶ

ఙ πୖమ
∫ r sin θ    ߠ݀ݎ݀ݎ ߪ.

=ଵୋݖ ଶ
πୖమ

 ோ
య

ଷ
∫ sin θ݀ߠగ
 ଵୋݖ  ⇒ = ଶோ

ଷగ
[− cosߠ] గ 

ଵୋ=ସݖ
ଷ
ୖ
π
     Gଵ ቀ0, ସோ

ଷగ
ቁ 

b) centre de masse d’un triangle : 

Masse du triangle : 

mଶ = .2 ߪ =Sଶ ߪ ଵ
ଶ

Rଶ ⇒ mଶ =  Rଶ ߪ

=ଶୋݖ ଵ
୫మ
∫ ݉݀ݖ = ଵ

୫మ
∫ ݖ  ds ߪ 
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L’élément de surface est donné par : dSଶ=DE.dݖ =L.d ݖ 

 Les triangles ABC et DEC sont semblables, on a alors : 

DE
AB =

FC
OC ⇔

L
2R =

R − ݖ
R ⟹ ܮ = 2(ܴ −  (ݖ

Donc : dSଶ = 2(ܴ − avec  0    ݖ݀(ݖ ≤ ݖ ≤ ܴ 

=ଶୋݖ ଵ
ఙ ୖమ

 ∫ Sଶ  = ଵ݀ ߪ ݖ
ఙ ୖమ

∫ .ݖ ߪ 2(ܴ − ோݖ݀(ݖ
  ⇒ ୖ=ଶୋݖ

ଷ
 

Centre d’inertie du solide est donné par la relation suivante : 

ୋ=୫భ௭భృି୫మ௭మృݖ
୫భି୫మ

= ୱభ௭భృିୱమ௭మృ
ୱభିୱమ

 

 = ୋݖ
ഏమ
మ .రೃయഏି

మ
భ .ೃయ

ഏమ
మ ିୖమ

⟹ ୋݖ = ଶ
ଷ

. ோ
గିଶ

 

Le centre d’inertie du solide : 

Gଵ ൬0,
2
3

ܴ
ߨ − 2൰ 

2) Par le théorème de Guldin : 

Relation par rapport a l’axe OX , donne la coordonnée ݖୋ : 

ୋ=౪౪/௫ݖ
ଶగ.ୗ౪౪

 

Par le théorème de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous 

déduisons le centre d’inertie du solide composé : 

Demi-disque (surface) → une sphère (volume) 

Triangle (surface)       → 2 cônes (volume) 

 =ୋݖ
ర
యగୖ

య ିଶగ.య.ୖమ

ଶగ(ഏ
మ

మ ିୖమ)
⟹ ୋݖ = ଶ

ଷ
. ோ
గିଶ
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Exercice 35 : 
Déterminer le centre d’inertie du système ci-dessous par intégration et par le 

théorème de Guldin. 

 

 

 

 

 

Solution 

1) Par l’intégration : 

a) soit Sଵ la surface du triangle : 

dSଵ = dxdy ; la droite limitant le triangle a pour équation : 

y =
b
a

(−x + a) ; où    x =
a
b

(b − y) 

Sଵ = න dxdy = න dx
ୟ


න dࣳ
ୠ
ୟ(ି୶ାୟ)


= න

b
a

(−x + a)dx
ୟ


 

Sଵ = b.
a
2 

xଵୋ= ଵ
୫భ
∫ xdm = ଵ

 ୗభ
∫ xσ dSଵ =  ଵ

ୗభ
∫ xdSଵ  

xଵୋ= ଶ
ୠ.ୟ∫ xdxdy = ଶ

ୠ.ୟ∫ xdxୟ
 ∫ dy

ౘ
(ୟି୶)
  

xଵୋ= ଶ
ୠ.ୟ∫ x ୠ

ୟ
(a − x)dx ⇒ xଵୋ =ୟ


ଶ
ୠ.ୟ

. ୠ
ୟ ∫ x(a − x)dxୟ

  

xଵୋ= ଶ
ୟమ
ቂa. ୶

మ

ଶ
ቚa0−

୶య

ଷ
ቚ a

0ቃ ⟹ xୋଵ=ୟ
ଷ
 

yଵୋ= ଵ
୫భ
∫ ydm = ଵ

 ୗభ
∫ yσ dSଵ =  ଵ

ୗభ
∫ ydSଵ  

yଵୋ= ଶ
ୠ.ୟ∫ ydxdy = ଶ

ୠ.ୟ∫ ydyୠ
 ∫ dx


ౘ(ୠି୷)
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yଵୋ= ଶ
ୠ.ୟ∫ y ୟ

ୠ
(b − y)dy =ୠ


ଶ
ୠ.ୟ

. ୟ
ୠ∫ y(b − y)dyୠ

  

yଵୋ= ଶ
ୠమ
ቂb. ୷

మ

ଶ
ቚb0 −

୷య

ଷ
ቚ b

0ቃ ⟹ yଵୋ=ୠ
ଷ
 

2) soit Sଶ la surface du demi-disque : 

dSଶ = rdrdθ          0 ≤ r ≤ R    et −
π
2 ≤ θ ≤

π
2 

Sଶ = නdSଶ = න rdrdθ = න rdrන dθ

ଶ

ିଶ

= π
ୖ



Rଶ

2  

xଶୋ= ଵ
୫మ
∫ xdm = ଶ

 πୖమ ∫ r cosθ σ rdrdθ  

xଶୋ= ଶ
πୖమ

   ୖ
య

ଷ
  ∫ cosθ dθ

ಘ
మ
ିಘమ

⟹ xଶୋ=ସୖ
ଷπ

 

Donc : centre d’inertie du demi-disque : ቊxଶୋ = ସୖ
ଷπ

yଶୋ = R
 

Le centre d’inertie du solide : 

xୋ= ୫భ୶భృ ି ୫మ୶మృ
୫భି ୫మ

= ୗభ୶భృ ି ୗమ୶మృ
ୗమ ି ୗభ

 

xୋ= 
ౘ
మ . య   ି  π

మ

మ .రయಘ
ౘ
మ   ି  π

మ

మ

⟹ xୋ =
మౘ
ల   ି  మ

య

య
భ
మ

(ୟୠ ି πୖమ)
 

xୋ= ୟ
మୠ  ି  ସୖయ

ଷ(ୟୠ  ି πୖమ) 

yୋ= ୫భ୷భృ ି ୫మ୷మృ
୫భି ୫మ

= ୗభ୷భృ ି ୗమ୷మృ
ୗభ ି ୗమ

 

yୋ= 
ౘ
మ .ౘయ  ି  π

మ

మ .ୖ
ౘ
మ   ି  π

మ

మ

 =
ౘమ

ల  ି π
య

మ
భ
మି(ୟୠ ି πୖమ)

 

yୋ= ୟୠ
మ ି ଷπୖయ

ଷ(ୟୠ ି πୖమ) 

Le centre d’inertie du solide (S) composé : G ቀ ୟమୠ  ି  ସୖయ

ଷ(ୟୠ  ି  πୖమ)
 , ୟୠమ ି  ଷπୖయ

ଷ(ୟୠ  ି  πୖమ)
ቁ 
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2) par théorème de Guldin : 

Par le théorème de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous 

déduisons le centre d’inertie du solide compose : 

Rotation du solide pour rapport a l’axe OX, donne la coordonnée yୋ: 

yୋ =
V୲୭୲/x
2πS୲୭୲

=
Vୡ୭୬ୣ − V

2π൫S୲୰୧ୟ୬୪ୣ − Sୢୣ୫୧ିୢ୧ୱ୯୳ୣ൯
 

yୋ =
1
3πbଶa − 2π. R πRଶ

2
2π൬ab

2 − πRଶ

2 ൰
⟹ yୋ =

bଶa − 3πRଶ

3(ab − πRଶ) 

Rotation du solide pour rapport a l’axe OY, donne la coordonnée xୋ: 

xୋ =
V୲୭୲/y
2πS୲୭୲

=
Vୡ୭୬ୣ − Vୱ୮୦ୣ୰ୣ

2π൬ab
2 − πRଶ

2 ൰
=

1
3πaଶb − 4

3 πRଷ

2π ൬ab
2 − πRଶ

2 ൰
 

xୋ =
aଶb − 4Rଶ

3(ab − πRଶ) 

Exercice 36 : 
Le système suivant est composé d’un quart de disque homogène évidé d’un 

triangle rectangle. 

Déterminer le centre d’inertie du solide en utilisant le théorème de Guldin. 
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Solution : 

Par théorème de Guldin, en faisant le solide autour des axes, nous déduisons le 

centre d’inertie du solide compose : 

1) la rotation du solide par rapport a l’axe OY , donne la coordonnée xୋ 

xୋ = ౪౪/୷
ଶୗ౪౪

= ౚౣష౩౦౨ିౙ

ଶቆୗభ
రౚ౩౧౫

ିୗ౪౨ౝౢ ቇ
 

xୋ =
1
2  43 πaଷ − 1

3 π ቀa
2ቁ

ଶ 3a
4

2π πaଶ
4 − 3aଶ

16 ൨
⟹ xୋ = 0,506  a 

2) la rotation du solide par rapport à l’axe OX, donne la coordonnée yୋ : 

yୋ = ౪౪/୶
ଶୗ౪౪

= ౚౣష౩౦౨ିౙ

ଶቆୗభ
రౚ౩౧౫

ିୗ౪౨ౝౢ ቇ
 

yୋ =
1
2  43 πaଷ − 1

3 π ቀ3a
4 ቁ

ଶ a
2

2π ൬πaଶ
4 − 3aଶ

16 ൰
= 0,479  a 

Le centre d’inertie du solide compose ቀଵ
ସ

disque− triangle ቁ: 

G ൝
0,506  a

0,479  a
 

Exercice 37 : 
On considère la tige AB homogène et de masse M avec les masse m  et m  aux 

extrémités. Calculer en fonction de m, L  et M le centre de masse du système par 

rapport au repère (OXYZ). 
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Solution : 

1) on détermine la position de la masse m  et m et la barre : 

m ቐ
0
− ଶ

ଷ
0

              m ቐ
0

ଷ
0

        M ൝
0

y
0

 

Le centre d’inertie de la barre 

OCሬሬሬሬሬ⃗ = OAሬሬሬሬሬ⃗ − CAሬሬሬሬሬ⃗
OCሬሬሬሬሬ⃗ = OBሬሬሬሬሬ⃗ − CBሬሬሬሬሬ⃗ ቋ ⟹ 2OCሬሬሬሬሬ⃗ = OAሬሬሬሬሬ⃗ + OBሬሬሬሬሬ⃗ ⟹ OCሬሬሬሬሬ⃗ =

OAሬሬሬሬሬ⃗ + OBሬሬሬሬሬ⃗
2  

Donc OCሬሬሬሬሬ⃗ ቌ
0
ି

0
ቍ 

Le centre d’inertie de système : 

yୋ= ୫ఽ୷ఽ ା ୫ా୷ా ା .୷ృ
୫ఽା ୫ా ା 

=
ቀିమైయ ቁ୫ ା ቀైయቁଷ୫ ା ቀିైలቁ

୫ ା ଷ୫ ା 
 

yୋ= ଶ୫ ି 
ସ୫ ା 

. 

 

Exercice 38 : 
Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repère orthonormé (O, xyz) 

d’une barre AB rectiligne, de longueur L, de milieu O, l’axe OY est porte par la 

barre. 
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Solution : 
Le tenseur d’inertie en O d’un corps solide : 

ᆩ = ቮ
ᆩ୶୶        − ᆩ୶୷           −ᆩ୶
−ᆩ୷୶         ᆩ୷୷             −ᆩ୷
−ᆩ୶     − ᆩ୷               ᆩ

ቮ 

Les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme : 

ᆩ୶୶ = ∫ (yଶ + zଶ)dm(ୱ)       Moment d’inertie  par rapport à l’axe OX. 

ᆩ୷୷ = ∫ (xଶ + zଶ)dm(ୱ)      Moment d’inertie  par rapport à l’axe Oy. 

ᆩ = ∫ (xଶ + yଶ)dm(ୱ)      Moment d’inertie  par rapport à l’axe OZ. 

Les produits d’inertie sont donnés par : 

ᆩ୶୷ = ∫ xydm(ୱ)    ;      ᆩ୶ = ∫ xz dm(ୱ)    ; ᆩ୷ = ∫ yzdm(ୱ)     

Sur la barre AB, nous avons : x=0  et z = 0 

Donc : ᆩ୶୶ = ∫ yଶdm   ; ᆩ୷୷ = 0 ; ᆩ = ∫ yଶdm 

Par raison de symétrie par rapport aux axes OX et OZ : 

ᆩ୶୶=ᆩ   et ᆩ୷୷ = 0 

Aussi : 

ᆩ୶୷=ᆩ୶ = ᆩ୷ = 0      

Donc, on aurra :    ᆩ = อ
ᆩ୶୶        0           0
0            0            0
0            0          ᆩ

อ 
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1)ᆩ ∫ yଶdm 

Soit λ la densité linéique de la barre, nous avons alors : dm=λdy 

M = න dm = න λdy

ଶ

ିଶ

=  λL  ⟹  λ =
M
L  

ᆩ = න yଶλdy

ଶ

ିଶ

⟹ ᆩ = න yଶdy

ଶ

ିଶ

=  λ
yଷ

3
ቤ

L
2
−L

2
= λ

Lଶ

12 

ᆩ =
MLଶ

12  

La matrice d’inertie par rapport au repère (O, XYZ) s’écrira :  

    ᆩ = ተተ

మ

ଵଶ
        0             0

0            0             0
 0             0          

మ

ଵଶ

ተተ  

Exercice 39 : 
Déterminer Le  tenseur d’inertie en O, relativement au repère orthonormé           

(O, XYZ) du solide  homogène: quart de disque de rayon R. 

 

 

 

 

 

 
Solution : 
le solide (quart de disque) se trouve dans le plan (O,XY) : z=0 

ᆩ୶୶ = ∫ yଶdm ;  ᆩ୷୷ = ∫ xଶdm ;     ᆩ = ∫(xଶ + yଶ)dm = ᆩ୶୶ + ᆩ୷୷ 

Les produit d’inertie sont donnes par : 

ᆩ୶୷ = ∫ xydm ; ᆩ୶ = ᆩ୷ = 0 
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La matrice d’inertie est de la forme : 

ᆩ = ቮ
ᆩ୶୶        − ᆩ୶୷           0
−ᆩ୶୷     ᆩ୷୷              0

0              0               ᆩ
ቮ 

dm= σ dS = σ rdr dθ           0≤ r ≤ R    et   0 ≤ θ ≤ 
ଶ
 

                                                   dS ൜x = r cosθ
y = r sin θ 

M = σ න rdr
ୖ


න dθ

ଶ


 ⟹ M = σ π

Rଶ

4 ⟹ σ =
4M
π4  

ᆩ = න(xଶ + yଶ)dm = න rଶdm = න rଶσ dS = න rଶσ rdrdθ 

ᆩ = σ න rଷdr
ୖ


න dθ

ଶ


 ⟹ᆩ = σ ቈ

Rସ

4

π
2 ⟹ᆩ =

4M
πRଶ .

Rସ

4 .
π
2 

ᆩ = M
Rଶ

2  

Les axes (OX) et (OY) jouent le même rôle : ᆩ୶୶ = ᆩ୷୷ 

ᆩ = ᆩ୶୶ + ᆩ୷୷ ⟹ ᆩ୶୶ =
ᆩ
2    et ᆩ୷୷ =

ᆩ
2  

ᆩ୶୶ = ᆩ୷୷ =
MRଶ

4  

ᆩ୶୷ = න xy  dm = න rଶ cosθ sinθ σ rdrdθ 

ᆩ୶୷ = σ න rଷdr
ୖ


න cosθ sin θdθ

ଶ


 ⟹ ᆩ୶୷ = σ 

Rସ

4
න cos θ sin θ dθ

ଶ


 

Remarque : 

sin 2θ = 2 sin θ cosθ ⟹ cosθ sin θ =
1
2 sin 2θ 

ᆩ୶୷ = σ 
Rସ

4 .
1
2
න sin 2θ

ଶ


dθ ⟹ ᆩ୶୷ =

σ Rସ

8 −
1
2 cos 2θ൨

π
2
0

 

ᆩ୶୷ =
M
2πRଶ 



52 
 

La matrice d’inertie par rapport au repère (O,XYZ) : 

ᆩ =
ተ

ተ

MRଶ

4        −
MRଶ

2π            0

−
MRଶ

2π      
MRଶ

4               0

0              0               
MRଶ

2

ተ

ተ
 

Exercice 40 : 
Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repère orthonormé (O, XYZ), 

d’un cylindre homogène (S) et de rayon R. 

 

 

 

 

 

 

 

Solution :  

La matrice d’intérêt dans le centre 0 du cylindre, s’écrit : 

ᆩ = ቮ
ᆩ୶୶        − ᆩ୶୷           −ᆩ୶
−ᆩ୷୶         ᆩ୷୷             −ᆩ୷
−ᆩ୶     − ᆩ୷               ᆩ

ቮ 

On remarque que l’axe OZ est un axe révolution, donc tout plan contenant l’axe 

OZ est un plan de symétrie, en particulier : (OXZ) et (OYZ), les produits d’inertie 

sont nuls : 

ᆩ୶୷ = ᆩ୶ = ᆩ୷ = 0 

Les deux axes (OX) et (OY) jouent le même  rôle : ᆩ୶୶ = ᆩ୷୷ 

Puisque x=y, la base du cylindre forme l’équation du cercle : xଶ + yଶ = rଶ 
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ᆩ = න (xଶ + yଶ)dm = න rଶdm
(ୱ)(ୱ)

 

 Détermination la masse du cylindre : 

dm = ρdV = ρrdrdθ dz 

0 ≤ r ≤ R    ;   0 ≤ θ ≤ 2π    ;−
h
2 ≤ z ≤

h
2 

M = නρdV ⟹ M = ρන rdr
ୖ


 න dθ

ଶ


න dz
୦
ଶ

ି୦ଶ

⟹ M = ρπRଶh 

ᆩ = න rଶdm
(ୱ)

= න rଶρrdrdθ
(ୱ)

dz = ρන rଷdr
ୖ


න dθන dz

୦
ଶ

ି୦ଶ

ଶ


 

ᆩ = ρ
Rସ

4 . 2π. h ⟹ ᆩ =
MRଶ

2  

Détermination :ᆩ୶୶   ou   ᆩ୷୷ 

ᆩ୶୶ = න(yଶ + zଶ)dm;ᆩ୷୷ = න(xଶ + zଶ)dm;ᆩ = න(xଶ + yଶ)dm 

On peut écrire : ᆩ୶୶ +  ᆩ୷୷ = ∫ (xଶ + yଶ)dm + 2∫ zଶdm(ୱ)(ୱ)  

Tel que : ᆩ୶୶ =  ᆩ୷୷ 

Donc : ᆩ୶୶ =  ᆩ୷୷ = ᆩ
ଶ

+ ∫ zଶdm(ୱ) = ୖమ

ସ
+ ᆩ' 

ᆩ'=∫ zଶdm = ∫ zଶρrdrdθ d(ୱ) z = ρ ∫ rdrୖ
 ∫ dθ∫ zଶ


మ

ିమ
dz = ρ ୖ

మ

ଶ
ଶ
 . 2π ቂ

య

ଷ
ቃ

୦
ଶ

− ୦
ଶ

 

ᆩ'=ρRଶ 
ଷ

. ୦
య

ସ
⟹  ᆩ'=M ୦మ

ଵଶ
 

ᆩ୶୶ =  ᆩ୷୷ =  
MRଶ

4 +
Mhଶ

12  

La matrice d’inertie du cylindre dans le centre 0, s’écrit : 
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ᆩ =
ተ

ተ

MRଶ

4 +
Mhଶ

12                0                         0     

0                 
MRଶ

4 +
Mhଶ

12                  0

0                              0                      
MRଶ

2

ተ

ተ
 

Exercice 41 : 
On considère un parallélépipède(s) de cotés a, b et c, les axes OX, Oy et OZ 

passent par le centre O et son parallèles aux cotés du parallélépipède. 

1) déterminer la matrice en O, par rapport a un repère orthonormé (O,XYZ). 

2) Déduire la matrice d’inertie d’une plaque rectangulaire sans épaisseur et de 

coté a et b. 

3) déterminer le moment d’inertie par rapport à une diagonale(Δ) de la plaque. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 
1) tenseur d’inertie du parallélépipède : 

Les plans XOZ et YOZ sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie 

sont nuls : ᆩ୶୷ =  ᆩ୶ = ᆩ୷ = 0 

On choisit un petit élément de volume dV=dxdydz   tel que : 

− ୟ
ଶ
≤ x ≤ ୟ

ଶ
 ;  − ୠ

ଶ
≤ y ≤ ୠ

ଶ
 ;  − ୡ

ଶ
≤ z ≤ ୡ

ଶ
 

Masse du parallélépipède : dm=ρdV 
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M = ρන dV
(ୱ)

= ρන dxdydz  ⟹ m = ρන dxන dy
ୠ
ଶ

ିୠଶ

ୟ
ଶ

ିୟଶ

න dz
ୡ
ଶ

ିୡଶ

⟹ M = ρa. b. c 

Pour calculer les moments d’inertie, nous allons d’abord calculer les intégrales 

suivantes : 

∫ xଶ(ୱ) dm = ρ∫ xଶdx ∫ dy
ౘ
మ

ିౘమ


మ
ିమ

∫ dz
ౙ
మ
ିౙమ

⟹ ∫ xଶ(ୱ) dm=ρ ୟయୠୡ
ଵଶ

= ୟమ

ଵଶ
 

∫ yଶ(ୱ) dm=ρ∫ dx ∫ yଶdy
ౘ
మ

ିౘమ


మ
ିమ

∫ dz
ౙ
మ
ିౙమ

⟹ ∫ yଶ(ୱ) dm=ρ ୠయୟୡ
ଵଶ

= ୠమ

ଵଶ
 

∫ zଶ(ୱ) dm=ρ∫ dx∫ dy
ౘ
మ

ିౘమ


మ
ିమ

∫ zଶdz
ౙ
మ
ିౙమ

⟹ ∫ zଶ(ୱ) dm=ρ ୡయୟ.ୠ
ଵଶ

= ୡమ

ଵଶ
 

D’où : 

ᆩ୶୶ = න (zଶ + yଶ)dm
(ୱ)

= න yଶdm + න zଶdm =    
M
12

(bଶ + cଶ) 

ᆩ୷୷ = න (xଶ + zଶ)dm
(ୱ)

= න xଶdm + න zଶdm =    
M
12

(aଶ + cଶ) 

ᆩ = න (xଶ + yଶ)dm
(ୱ)

= න xଶdm + න yଶdm =    
M
12

(aଶ + bଶ) 

Donc la matrice d’inertie au centre O du parallélépipède de coté a, b et c, s’écrit : 

ᆩ =
M
12 ቮ

(bଶ + cଶ)               0                         0     
0                 (aଶ + cଶ)                 0

          0                       0                      (aଶ + bଶ)
ቮ 

 

2) la matrice d’inertie d’une plaque d’épaisseur négligeables (c≃ 0) 

ᆩ =
M
12

อ
   bଶ              0                  0        

0              aଶ                 0     
0            0         (aଶ + bଶ)

อ 

3) le moment d’inertie par rapport a un diagonale (Δ) de la plaque : 
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Le moment d’inertie par rapport à un axe quelconque passant par le centre de 

solide, est donne par la relation : 

ᆩ = nሬ⃗ ୲.ᆩ. nሬ⃗  

nሬ⃗ : vecteur unitaire qui qui donne la direction du l′axe(Δ)  

nሬ⃗ ୲: est le transposé du vecteur nሬ⃗  

ᆩ : le moment d’inertie par rapport au centre O. 

 détermination du vecteur unitaire nሬ⃗  

nሬ⃗ (α     β    0) 

DBሬሬሬሬሬ⃗ = DBnሬ⃗ ⟹ nሬ⃗ =
DBሬሬሬሬሬ⃗
DB 

D(− ୟ
ଶ

,− ୠ
ଶ
) ; B(ୟ

ଶ
, ୠ
ଶ
)  

nሬ⃗ =
a ıሬሬሬሬ⃗ + b ȷሬሬሬሬ⃗

√aଶ + bଶ
=

a
√aଶ + bଶ

 ıሬ⃗ +
b

√aଶ + bଶ
 

nሬ⃗ = ൭


ඥమశౘమ
ౘ

ඥమశౘమ

൱  ; nሬ⃗ ୲ ቀ ୟ
√ୟమାୠమ

, ୠ
√ୟమାୠమ

ቁ 

ᆩ = ൬
a

√aଶ + bଶ
,

b
√aଶ + bଶ

, 0൰ .
M
12

อ
bଶ        0                     0     
0              aଶ                 0     
0          0          (aଶ + bଶ)

อ

⎝

⎜
⎛

a
√aଶ + bଶ

b
√aଶ + bଶ

0 ⎠

⎟
⎞
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ᆩ = ቆ
a

√aଶ + bଶ
.
Mbଶ

12 ,
b

√aଶ + bଶ
Maଶ

12 , 0ቇ

⎝

⎜
⎛

a
√aଶ + bଶ

b
√aଶ + bଶ

0 ⎠

⎟
⎞

 

ᆩ = ቆ
aଶ

aଶ + bଶ .
Mbଶ

12 ,
bଶ

aଶ + bଶ
Maଶ

12 + 0ቇ ⟹ ᆩ =
M
6 .

aଶ + bଶ

12  

 


