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Chapitre 1

Suites de Nombres réels

On appelle suite d’éléments de nombres réels une application d’un sous ensemble A =

{no,no+1,-- -} de N vers R. On la note:

u : A—R

n — u(n)=u,

uy, est appelé terme général de la suite (un),,>,, -

Exemple 1 u:N—>]R,un=2+ni+1,
v:N* =R, v, =+vn—1.

1.1 Suites bornées

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Une suite (uy,) est magjorée s’il existe M € R tel que u, < M, ¥V n e N.
Définition 1.1.2 Une suite (uy) est minorée s’il existe m € R tel que m < wu,, ¥V n € N.
Définition 1.1.3 Une suite (u,,) est bornée si elle est majorée et minorée a la fois.

Exemple 2




Montrons par récurrence que:

u, >1, YnéeN

En effet: pour n =0, on aug =2 > 1.
Supposons que: u, > 1 et montrons que: upr1 > 1.
on a:
1
Upp1 =2——>2-1=1

n

1.2 Suites convergentes

On dit qu’une suite (u,),,~, converge vers [ € R, si:
Ve>0,INeN:n>N = |u, — | < e.

c’est & dire lim u, =1 € R.
n—oo

Exemple 3 u, = %,l =0.
On montre que nlLH;oun =1 il suffit de montrer,
Ve>0,IN =[] +1eN:n>N = |u, — | <e.
On a,

%S[%]+1:>E]l+1§8

et on a ausst,

n>[1l]+1=|1-0|< [%]1+1§8’

1.2.1 Propriétés des suites convergentes

Proposition 1.2.1 Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.
Preuve. ... n
Proposition 1.2.2 Le produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0 tend vers 0.

Preuve. ..... []



Proposition 1.2.3 Soient (uy) et (vy) deux suites convergentes vers la méme limite | et (wy,)

une suite telle que:

Uy < Wy < vy ou bien uy < wy < Up
Alors la suite (wy,) est convergente sa limite est égale a 1.

Proposition 1.2.4

Sttt = 1 alors, L fun| =11

et

lim uw,=0 < lim |u,|=0.
n—-+o0o n—-+o0o

1.2.2 Opérations arithmétiques sur les suites convergentes

Théoréme 1.2.1 Soient (uy),, et (vy), deuz suites convergentes (u, — 1, v, — ). Alors
(1) La suite (u, + vy,),, convergever vers +1'.

(2) La suite (up.vy), convergever vers l.l'.

‘ 1 1
(8) Supposons | # 0. suite () convergever vers 7.
n

Unp,

Preuve. ..... [ ]

1.3 Extensions aux limites infinies

Définition 1.3.1 Soit (un)nen une suite de nombres réels.

Si lim u, = +00, on dit que la suite u, tend vers +oo
n—oo

VA>0,AN eNVvneN:n> N = u, > A.
St lim u, = —o0, on dit que la suite u,, tend vers —oo.
n—oo

VA>0,iNeN,VneN:n> N = u, < —A.

On dit que la suite (up)neN est divergente.



1.3.1 Infiniment petit et infiniment grand
1.3.2 Suites monotones

Pour étudier la monotonie d’une suite on calcul la valeur suivante:

Up+1 — Uy pour tout n € N.

Donc on a les cas suivants:

1) siupy1 —u, > 0, VneN alors la suite est dite croissante.

2) siupt1 —u, > 0, VneN alors la suite est dite strictement croissante.

3) siupt1 —u, < 0, VneN alors la suite est dite décroissante.

4) siupt1 —up, < 0, VnéeN alors la suite est dite strictement décroissante.

5) siupt1 —u, = 0, VneN alors la suite est dite constante.
Exemple 4

Uy = 2
Up = 2 — unl,l'
Alors on a:
un+1—un:2———un:—w<0, VnéeN caru, > 0.
Up, Up,

donc la suite est décroissante.

Proposition 1.3.1 1) Une suite croissante majorée est une suite convergente.

2) Une suite décroissante minorée est une suite convergente.



1.3.3 Suites adjacentes:

(Un)pen et (Va),en sont dites deux suites adjacentes si et seulement si:

1) (Un),en est une suite croissante,

3 hmn_,+oo (Vn - Un) = 0,

)
2) (Va),en est une suite décroissante,
)
4) U, < V,,¥n € N.

1.4 Suites extraites

On appelle une sous-suite (suite extraite ou bien suite partielle) d'une suite (u,), . la
suite (vy) définie par:

Vg = U(s(k)),Vk eN

avec:

s : N-—-N

E — s(k)
est une application d’indice strictement croissante.
Exemple 5 La suite (ugk) ey » (resp (uaki1),ey) €st une sous suite de (up),cy -

1.4.1 Suite de Cauchy

On dit (uy),,~( est une suite de Cauchy, si:
Ve >0,AN e N:m,n > N = |u, — up| < e.

1.4.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 1.4.1 De toute suite réelle bornée on peut en extraite une sous suite convergente.



1.5 Généralisation de notion de la limite

1.5.1 Points d’adhérence

Définition 1.5.1 Un nombre a est dit valeur d’adhérence d’une suite (u,),~, S’ilexiste une

sous-suite (Vp),~o de (Un),>q, convergente vers a.

On note par Ad ( (up I’ensemble des points d’adhérence de (u,, .
n>0 n>0

n

Exemple 6 u, = (—1)
U2n = l,u2n+1 = —1.

Donc Ad ((un)nzo) ={-1,1}.

1.5.2 Limite supérieure

On appelle limite supérieure la borne supérieure de Ad ((un)n>0)

On notera lim u,, = sup Ad ((un)n20> .

Exemple 7 u, = (—1)".

ugp = 1, u2p41 = —1.
Donc Ad ((un)n20> ={-1,1}.
lim u, = 1.

1.5.3 Limite inférieure

On appelle limite inférieure la borne supérieure de Ad ((un)n>0)

On notera lim u,, = inf Ad ((un)n20> .

Exemple 8 u,, = (—1)".

ugp = 1, u2p41 = —1.
Donc Ad ((un)n20> ={-1,1}.
lim w, = —1.



1.5.4 Suites récurrentes.

On a deux types de suites:

1. Une suite définie par un terme général qui est défini par un indice n.

Exemple 9

2. Une suite récurrente:

C’est une suite qui est définie par une relation entre ces termes d’ordre n,n —1,n+1,- - -

Exemple 10



