Fiche de TD 2

Solution de L’exercice 1:

1- Soitx €Cp(AUB) <= 2¢ (AUB) <=1 <€ (AUB)
<—zrx€Aour€eB
< zxdgdAetx ¢ B
«— relgAetxecCsB
< 1 €lpAnCeB.

2. Soitx €l (ANB) <=z ¢ (ANB)<=2¢c(ANB)
< zrxecAetxeB
<~ zcxgAoux ¢ B
«— relgAouxecCpB
<« 1€ CgAUCEB.

3. Soit x € Cp (CEA) — ¢ (gA
=z e A

4. Soitvr € A\B<=urcAetxgB<=uvcAetzclyB
<z e (AnCpB)
= . A (AF‘ICEB>U®
<=z ¢€ (AnCzB)U(BNCLB)

1 (AUuB)NCgB
< re€(AUB)\B.

Solution de L’exercice 2:
o AUB=ANB=A=B7"
Hypothese : AUB=ANB

But: A=0B
rcA=>xc AUB

=>r€ANB car AUB=ANB
= x € B, ceci implique que A C B

re€B=xcAUB
==z ANB carAUB=ANBRAB

= x € A, ceci implique que B C A
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Donc AUB=ANB=— A= B.
eACB=(pBcCclpA ?
Hypothese : A C B
But: EEBCCEA
rclpB=2¢B
=x¢ AcarAC B

ﬁZL’ECEA

DOHCACB:>CEBCBEA.
e BCC = (ANB)C (ANC)?

Hypothese : B C C
But: (ANB)C (ANC)
Vee(ANB)=z€AANzx€EB

CommeBCC=xcAANzc(C
=z e (ANC)

Donc: BCC = (ANB)C (ANC).
e [([ACO)N(BCO) <= [(AUuB)C(C]?

a. (ACC)N(BCO)=[(AUB)C(]?

Hypothese : (A C C)A (B CC)
But : (AUB) C C
Vee(AUB) =2 €AV z€B

Comme (ACC)AN(BCC)=ze(CVzel
—zxel

Donc: [([ACC)AN(BCC)|=[(AUB) CC]
b. (AUB)CC]l=[(AcCcC)AN(BCC)]?

Hypotheése : (AU B) C C

But: (ACC)AN(BcCC)

Ve A=z € (AUB) =z € C, ceci implique que A C C
VexeB=z€(AUB) =z € C, ceci implique que B C C
Donc: [(AUB)CCl=[(AC C)A (B C C)]
Conclusion :

(ACC)N(BCO)] < [(AUB) C (]
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Solution de L’exercice 3:

Vr,y € R foy<:>x3—y3:oz(x2—y2)
o R est Réflexive & Vo € R, xRz 7?7
a) Soit z € Ron a
xS—x3:a(x2—w2) = zRx
Alors R est Réflexive
e R est symétrique < Va,y € R, 2Ry = yRa 7
b) Soient z,y € R
xﬂ%y@x?’—y?’:a(ﬁ—yz)
<:>y3—:c3:oz<y2—x2)
= yRe

Alors R est symétrique.
e R est Transitive < Vr,y, z € R, (zRy) et (yRz) = (zR

z) 7
Ry :r — y = a(2® —y?)
c) Soient z,y,z € R tels que { et & 9 = 13— 2% = a (2% — 2?)
:R y - Z - Oé( )
yR=z
= Rz Ainsi R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’équivalence dans R.
2. la classe d’équivalence de 6

6= {r € R:2R6}
:{IER:x3—63:7(x2—62>}
={reR:2®— T2’ +36 =0}

:{xER:(x—G)(xz—x—6):0}
- {6,3,-2}

Il a®b <= dn e Ntel quea” =0

(1) Montrer que ® est une relation d’ordre dans N*

a) ® est-elle réflexive ?

® est réflexive <=V a € N*, ada ?

Vae N = In=1¢&Ntel que: a'! =a = aPa = P est réflexive

b) ® est-elle antisymétrique 7
® est antisymétrique <= V a,b € N*, a®bet bPa — a=1>b"
soient a,b € N*,  si a®b et bPa = dn; € Ntelque : a"* =b
et 3ng € Ntelque : b =a = (V™) =a™ =1b
— nnma=1=—=n =ny=1
=— a = b= P est antisymirique.
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c) ® est-elle transitive?
® est transitive <=V a,b,c € N*, a®b et bPc = adc

sotent a,b,c € N,
a®b et bdc = dny € Ntelque : a"* =0
et Ang € Ntelque : " =c = (a")" =c¢
dn =niny € Ntelque : a" =c¢
= aPc
— O est transitive

(2) Cet ordre est-il total ?
L’ordre n’est pas total car pour les deux entiers {2,3} on a ni 2#3 ni 392 .

Solution de L’exercice 5:
f est injective<—= V1, 19 € R — {—%}, flz1) = f(ag) = 21 =29 7

8 — 1 8 — 19
f(z1) = [ (72) Az, +6 Azy + 6
8—371 8-%2

dry +6  4ry+6
= (8 — 1) (dwy +6) = (8 — x3) (421 + 6)
= 3229 + 48 — 4129 — 621 = 3221 + 48 — 4129 — 629
= 3221 + 621 = 3225 + 624
= 38x; = 38xy = w1 = x5 donc f est injective.

f est surjective<—=Vy € R, 3z € R — {—%}, y = f(z).

Soit y € R
8—=x 8—ux
y=I@ =y w+6 Y 42 +6
=8—1r=02—-y)(dr+6)=8—x=8r+ 12— 4y — 6y

=8 —9xr +4zy =12 — 6y
= 4dzy —9r =4 — 6y

_ 4—06y
4y —9

=1 sidy—9+#0

9
y = — n’a pas d’antécédent, alors f n’est pas surjective.

4-6 3 4—6 3
Tr = 4y _g eR— {—2} car 4y _g = —5 ~— 27 =8 ce qu1 est impOSSible.

e Pour f soit bijective il faut que I'ensemble d’arrivée soit R — {%}
e [’application réciproque de f est :
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Fiche de TD 3

Solution de L’exercice 1:
1) f est définie si, et seulement si,

3z —2° >0+ 2(3—-2%) >0
<:>$(\/_ )(\/_+:E)20
= € |00, —V3JU 0, V3],
donc
Dy = |00, —v/3| U [0,v/3].

2) g est définie si, et seulement si,

x> 2,
r—2>0etx+2>0<= et T > 2,
T > =2
donc
D, = 12,400

3) h est définie si, et seulement si,

2+3
5+2x206t5—23:7é0<:>(2+3x206t5—2x>0)0u(2+3:1:§ et 5 — 2z < 0)
— 2z
<:><>2t<5> (<2t>5>
zz-getr<g)ou(z<-—getr>g
— T c 25
recl-22
3721
donc
[ 25
Dy =|—2,=|.
" _3’2[
X —o 213 5/2 400
2+ 3x — + +

5 —2x + +
(2+3x) / (5-2x%) — + —
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* Démontrons par la définition de la limite : Il£n2(3x +1)="7.
D’une maniere générale, on a:
Ve>0,3a>0,VeeDy |z—x <a=|f(z)-1I<c¢
Alors :
Ve>0,da>0,VzeR, [z —2/<a=|f(z)—-T|<e

f(z) =T <e<=|Bzx+1)—T<e¢
|3z —-6| <¢
— 3(r—-2)| <e

13

= r—-2| < =

7 -2 <2

Donc

Ve>0,3a>0,VzeR, [z—2/<a=|f(z)-T|<e
Tel que a = S

Solution de L’exercice 3:

Soit f la fonction définie sur R par :

six # 0,
flx) =9 |zl
1 stz = 0.
1. On a
lim f(z) = lim Ty ( on a utilis une limite connue )
xiﬂ) z—0
lim f(z) = lim (_smx) =-1
< x

z—0 z—0

Donc la limite n’existe pas .

2. On a xlii)no f(z) n’existe pas, ce qui signifie que la fonction n’est pas continue en 0

f n’est pas dérivable en 0, puisqu’elle n’est pas continue en ce point, car toute fonction
dérivable est continue ce qui est équivalent a dire que toute fonction discontinue en un point
ne peut étre dérivable en ce point .

Solution de L’exercice 4:
1. La fonction est clairement cntinue pour x # 0. Pour x = 0

1
lim f(z) = lim 2 cos— =0, (on autilis le thorme d'encadrement )

r—0 z—0 x

. T 3
lim f(z) = lim
z—0 z—0
donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
z—0

2. Pour x # 0 la fonction est clairement dérivable et on a

sin— =0, (onautilisle thorme d'encadrement )
T
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1 1 .
322 cos — + xsin — si x>0,
T

) T
fl(z) =
) 1 I
3x“sin — — x cos — st x < 0.
T T

La droite tangente & f en x = xg a équation y = f'(zo)(x — zo) + f(x¢) donc pour o = —
7T

3 2
onay= —px + =
— f(0
3. La fonction est dérivable en z = 0 si et seulment si la limite lim0 ‘W a une limite
T—> €T —
finie.
On a
0 3 1_
lim flz 1(0) = lim Tcos =0
> 0 > z—0
xr—0 r—0
3 1 _
lim (x 0) = lim TG =0
-0 < z—0
x—0 r—0
. - f(0) .
Donc lim =0: f est dérivable en 0 et on a
xz—0 x—0
) 1 1 .
3x% cos — + xsin — st x>0,
T T
f'(x)=¢ 0, sizx=0
1 1
3x2sin — — x cos — siz < 0.
T T

4. f' est clairement continue pour x # 0. Pour x = 0 on a

1 1
lim f'(z) = lim <3x2 cos — + xsin ) =0,

z—0 z—0 X X
R . o . 1 1

lim f'(z) = lim (3z°sin— —xzcos—) =0
< < €T €T

z—0 z—0

alors liglo f'(z) = f'(0), donc f’ est continue en 0. Par conséquent f est de classe C*(R).
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Solution de L’exercice 5: 1
a)f :R* — Ret f(zr) =sinxsin (

x
La fonction f est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0

1
lim f(z)= lim sinzsin () =0 ( on a utilis le thorme dencadrement )
r—0 x—0 €x 5
Donc le prolongement par continuité définie par f : R — R tel que
. (1 .
< sin x sin <> six #0

f(z) = x
0 siz =0.

1 x —X
b) f :R* — Ret f(x)=—1In €+2€
x

La fonction f est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0

e’ +e e?+e?
e () —m (S
lim f(z) = lim —In <€26> = lim

z—0 x—0 x—0 x—0
et —e™ "
_ PN D o
eV —e 0 ef +e”* 9 et —e
=\ —)=0cr : |hn—F— ) =7 = .
e’ + e~ 2 et +e et 4 =%
2

Donc le prolongement par continuité définie par f: R — R tel que

fla) = iln<6$26_$> sixz#£0

o

sixz =0.

¢) f :R\{-1,1} —R.

1 2 1+2 -2 -1+ —1

f(z)zl—x_l—x@:(1—1:)(1+x): (1—2z)(1+x) :(1‘“5)'

Donc f a pour limite —% quand z tend vers 1. Et donc en posant f(1) = —%, nous définissons
une fonction continue sur R\ {—1}. En —1 la fonction f n’est pas prolongeable par continuité

car w_l}(rzl1>i f(z) = Foo .

Donc f n’admet pas un prolemngement par continuité sur R.

18 Dr Djebbar Samir



Rappel :

THEOREME DE L'HOPITAL

Theorem : Soient f et g deux fonctions dérivables au voisinage de xo € |a, b|.

Si lim f (&) = Aet lim g (z) =B ou A B sont tous les deux nuls
xT—Xy LI
i’

ou tous les deux infinis, ¢’ (x) # 0 pour x voisin de xg, et si lim existe alors:

T—rqg g'r {;‘C
im L&) o @)
a—zy g (x) z—zy g’ (x)

1) Soient f(z) = e** — 1 et g(x) = x, alors f'(z) = 2e** et ¢'(z) = 1

2 1 / 2 2x
lim < :9, limf<x): lim 25— =9
z—0 T 0 x—0 g’(q;) x—0 ]
Donc
2 1
lim =2
z—0 €T
2) Soient f(z) = 1+cosmx et g(x) = x> —2x+1, alors f/(z) = —7wsin7z, f’(z) = —7%cos 7w
et ¢'(x) =22 -2, ¢"(x) =2
l+cosmx 0O . (=2 . —msinmx 0
im-——— = = e 2
e—1z?2 —2x+1 0 e—1g/(zr) =—1 20 —2 0’
f'"(x) . —mfcosmx  w
r—>1 g”(x) o r—>1 2 o ?
Donc
. l4cosmx  w?
lim ———— = —.
e—1 g2 —2x+1 2
3sin 3z 2sin 2z
3) Soient =1 3z) et —1 922). alors f'(z) = — td () = —
) Soient f(z) = In(cos3x) et g(x) = In(cos 2x), alors f'(x) 53, Y () o5 2
In(cos3z) 0 y f'(x) 3 . sin3z cos2x
im ————= = — ==
z—0In(cos2x) 0 =—0¢g/(z) 22—0cos3x  sin2z
3, cos2x sin3dz 2z 3
= — | lim X X — X —
2 [=—0 cos 3z 3T sin2x 2
9 In(cos 3x)
=-=lim ————=
4 =—0In(cos2x)
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