Méthodes directes de résolution des systémes
linéaires : Définition

1

On appelle meéthode directe de
résolution de systeme linéaire une
meéethode qui donne exactement X, la
solution de ce systeme apres un nombre
fini d’opérations elémentaires (+, —, x, /).
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Introduction

La méthode consiste a transformer un systeme a matrice A
pleine, en un autre systeme a matrice triangulaire supérieure
U=M.A, de telle facon que les deux systemes A.x=Db et
U.x =Y soient équivalent (Y=M.b) c. a. d. ont la méme
solution.

I1 suffit donc d’appliquer a un systéme A.X = b la méthode de
remontée. En fait, on ne calcule pas directement la matrice M,
mais on décrit une succession d’opérations dites operations
elémentaires.



"

Méthodes directes de résolution des
systémes [inéaires : Méthode de Gauss

apres 1’application de 1’algorithme de gausse

M M :Lﬂ transfsoerme Usy U2

A=| %21 f22 o —=>u=| 9 U
Qp1 Gpz o Gpn II] I'J

by Se transforme ¥

p=[%2] > y=|2

b n




Méthodes directes de résolution des
systémes [inéaires : Méthode de Gauss

[’algebre linaire montre que certaines transformations apportées aux
systemes d’€quations ne changent pas leurs solutions, dans notre cas
les opérations qu’on peut appliquer sont les suivantes :

* Multiplication de I’€quation E; par une constante o non nulle,
la nouvelle équation obtenue E;,, = a. E; remplacera I’ancienneE, .

* Multiplication de I’équation E; par o non nulle et son ajout ak, ,
En = E; +a.E; I’équation obtenue E, remplacerak, .

* Permutation des equationsk, et ;.

[’application d’une série de ces opérations transformera le
systeme A.X = b en U.x =Y puis une substitution en arriere
donnera la solution du systeme.
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On va montrer comment appliquer les transformations au
systeme A.x = b, pour cela le second membre b sera considéré
comme la colonne (n+1) et sera aussi affecté par les
opérations. On divise le travail en (n-1) étapes chacune
d’elle annule les éléments au-dessous du pivot de la colonne
(c.-a-d. touta,; pour 1 > ] ) . Au debut chaque etape, on verifie
que le pivot est non nul. Pour I’étape 1 le pivot est a; .

Le systeme a I’¢tat 1nitial est donné par :

Ay QG G 1[4 [by] [Q1 @2 Qqp Qgpsr
A1 Q3 " lgp |[ X7 bg¢{121 (yy " Aoy Qo 41

M1 2@ [1 %] [By]  [Fn1 Bn2 Gy Qs |
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(A7 Q7 Qp][*] [by] [@11 Q2 Qip Qanes ]
dz; Gz " agy || X2 b2¢ﬂ21 (g ™ lap Aoy

Bl Gn2 o Gy [ X9 2 T o2 Gy Qg |

Premiere etape : On vérifie tout d’abord que le pivot de la
premiere étape qui est a;; # 0,

Pour annuler I’¢lément @44 de la deuxieme ligne, on multiplie
la premiere equation para., et on la divise para,, puis on fait
la différence de cette nouvelle équation avec la deuxieme.
[’équation obtenue remplacera la deuxieme.E, = E, — E; X a,,/ a4
Cette opération donnea,; = 0 et ay; = ay; — @y; X @gy/ ayy
pour j=2,..n+1
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On continue cette procédure avec les lignes 3,4, ..., n

A la fin de la premiere étape, on obtient des eléments nuls
au-dessous du pivot de la premiere étape. Le systéme s’€crit :

Ay Gy Goy Xy Q141
D ﬂzz ﬂzn J’{fz a2n+1

0 (py = Uan A | _ann+1_
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Deuxieme étape : On vérifie tout d’abord que le pivot a,; # 0

I De la méme facon, on obtient pour le cas general
a; = a; —ay; X a.,/ a,, pour I=3,..,netj=3,..,.n+1
A la fin de la deuxieme étape, on obtient des eléments nuls
au-dessous du pivot de la deuxieme ¢étape. Le systéme s’€crit :

Ay Uy o gy X1 ] A1n+1
0 0 Q33 Uy q
: _xn_ i Tlﬂ+1_

! 0 0 Unn
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Etape k : On vérifie tout d’abord que le pivot a,, # 0
Pour une étape k quelconque, on a a;; = a;; —a;; X a;/ ay
pourk=1,...n—1,i=k+1,.,netj=k+1,..,n+1.

A la fin de la procédure, on obtient un systeme a matrice
triangulaire supérieure qui s’écrit :

A1+t

Aons1

L +1 -
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rs Exemple 01 :
( Résoudre par la méthode de Gauss le systeme suivant :

2X1 + Xy = 3x3 = =1

{5x1—2x2+x3=1
3X1 = 2Xy + 2X3 = 2

Solution
On porte les composantes de A et b dans la matrice :

5 =2 1 1
21 = )
3 =2 2 2

10
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Soit le pivot 5, multiplions la 1er ligne par 2/5 et retranchons
de la lere ligne et pour la 3eme ligne multiplier la 1er ligne par
3/5 puis calculer la différence, et on obtient la matrice suivante

s =2 1 1
((] 9/5  -17/5 -m)
0 -4/5 75 7/5

Soit le nouveau pivot 9/5 multiplions la ler par -4/9 et faisons
la différence avec la 2eme ligne

5 =2 1 1
0 9/5 =17/5 -7/5)
0 0 19 79
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5 =2 1 1
(0 9/5 =17/ —?/5)
0 0 -19 79

|
|

|

Cela donne x; = =7; %/cx, — 17 /cxy = =7 /c d’ou x, = —14; et
enfin 5x; — 2x, + x; =1 donne x, = —4

12
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rs Exemple 02 :
( Résoudre par la méthode de Gauss le systeme suivant :
(10 1 | [ 2 ]
A=10 2 -1 h=11
-1 1 -2 -2
Solution

On porte les composantes de A et b dans la matrice :

10 1 2
0 2 -1 1
-1 1 -2 =2

i
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Soit le pivot 1 de la premiere position de la premiere ligne, La
deuxieme ligne a déja un 0 dessous, donc on n’a rien besoin de
faire. On veut ensuite annuler le premier coefficient de la
troisieme ligne. On retranche donc (-1) fois la premiere ligne a la
troisieme.

(10 1 2 10 1 2
002 -1 1|9 g 2 -1 1
-1 1 -2 -2 01 =10

14



Méthodes directes de résolution des
systémes [inéaires : Méthode de Gauss

'[n La deuxieme ligne a un terme non nul en deuxieme position,
| c’estun pivot. On va maintenant annuler le deuxiéme terme de la
troisieme ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligne 2 a la

ligne 3
1012, L0121
002 -1 1] =002 -1 1
01 -10 00 -3 -3

Celadonnex; = 1puisx, =1;etenfinx, =1

15
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pour k=1 jusqu'an—1

pivot < a,,  (*stratégie de pivot *)
si pivot # 0 alors

pouri=k+1 jusqu'an

b« b, ——k_p

pivot

pour j=k+1 jusqu'an
] -
pivot b

 fait
fait
fait sinon " probleme"
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Utilisation de la pivotation

Dans 1’¢laboration de 1’algorithme de GAUSS, on a
suppos¢ que le pivot ne soit pas nul, ce n’est pas le
cas toujours. Parfois le pivot est tres petit
comparativement aux autres termes ou méme nul,
dans ce cas on peut utiliser la technique de la
pivotation.

Dans la pivotation, on utilise la permutation des
lignes ceci n’a aucun effet sur la solution du systeme.
Permuter les lignes | et J de la matrice A, revient
uniquement a changer 1’ordre des équations.

18
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Permuter deux lignes d’une matrice correspond la multiplier
a gauche par une matrice de la forme :

i¥ colonne | . ¥ colonne

(L, )




|
|
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La factorisation LU
Pour préparer la matrice on souhaite a factoriser en deux

matrices triangulaires : / \ /N \ (g
all al2 al3 1 0 0 Ul U U3
a2l a22 a23 |=| Iy 1 0 0 up ugy |7

Pour a3l a32 a33 f;ﬂ fgg 1 0 0 133

effet a la fin de la triangularisation, on obtient U :

p' .
gt b
-

20
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Une ¢€tape de 1I’¢élimination revient a multiplier A par une
matrice M(k) quelle est la forme de cette matrice ?

Soient ( {\‘E colonne \
mF = =&k et MK = ;'
' Tk mE .,
k ﬂi_ﬁ 1 )
Alors
- 1 _1' _1' - !:Il
1 1 FE U
0 i =
1 M .
u® n

21
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Nous avons donc
M.A=U
Pour calculer la matrice L il faut :
* Inverser les M®)
* Calculer le produit

_i® colonne
I = Mil}_i_M(E}_l_Miﬂ-}_i e pf (01 -* (1 \
* On peut montrer que | 1 Siiz
_ 1% colonne | ¥ colonne wopl '
1 1 B N
"1 1 - k = 1)
o v ] T )
A g N 4
X" \ Si i< j
k A J 22

%
i®colonne T 7" colonne
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|
|

|

Donc M® est inversible d’inverse LK avec :

[ 1 \
1
MUY = L
||,\ mk 1 )
[ 1 \
1
Lik)y —
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|
|

|

LLa matrice L de la decomposition est :

I = L[l ., in=1]

[ 1 “‘a

1
—-m,; 1

p— | I —yi—1
l\ My ... my ... o 1}

24
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2 3 1
A=(456)
8 9 7
0
1
0

exemple

1
A(lj — L(ﬂ}l — (_

4

2
2 3 1

AV =10 -1 4
0 -3 3
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1 0 O0\/2 3 1
AD = 1D =0 1 ollo -1 4
0 -3 1/\0 -3 3

2 3 1
U=4@ =0 -1 4

0O 0 -9

A=LlU = U=AL1'=U0U=4A1MW" @

1 0 O 1 0 O 1 0 0
U=A12 1 0)(0 1 o]=412 1 0
4 0 1 0 3 1 4 3 1
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exemple
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Uyl
U2
Ui
la1uy)
Iﬁlull
fgl’ulg + U99
fgl’ulg <+ Uag

31112 + l32u99

| l31u13 + [32u23 + u33

U1

12

U3

[21

Uz

Hgg

H33

[l =

b | =

3 — la1uy2
1 — IEl“lB

;EI — fgl’fllg

Uoo

6 — l31u13 — [32U23
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