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Chapitre IV : Séries

Chapitre IV: Séries

IV.1- Séries numériques

IV.1.1- Séries de réels et de complexes

—‘ Définition 1 ’7 Série de réels ou de complexes

Etant donnée une suite (u,,) de nombres réels ou complexes, on appelle série de terme
général u, la suite (S,,) définie par:
n
Sn=ugtu +uy+ iUy, = Zuk
k=0
S, Est appelée somme partielle d'indice n (ou de rang n, ou d'ordre n) de la série.

Définition 2 Série convergente ou divergente

B [

Soit (u,,) une suite de réels ou de complexes. On dit que la série de terme général u,, converge,

si et seulement si la suite (S,,) est convergente. Dans ce cas, la limite de la suite (S,,) est appelée

somme de la série et notée
+00

S= lim §, = Z Uy,
n—+oo
n=1
Si une série n’est pas convergente, on dit qu’elle diverge.

Exemple n= 1V.01

+00
S = Z qn—l
n=1
u, = q" 1Est suite géométrique ; la somme :
1-q"
Sp =
1—-q
1
1—qn (m lql <1
D’ou il vient que SznirfmSn:nl_L)rfw 1=gq 4 ) g =+1
o gl >1
sig=1=S5,=1+1+1+ ........+1 =n donc lirf Sy, =+
n—o+oo
0 .
sig=—-1=S5,=-1+1-1+ ........+ ... donc lim S, = { npare n'existe pas
n—+0o 1 nimpaire

La série converge seulement |g| < 1

—‘ Théoréme 1 ’7 Série géométrique

La série )., q™ ol a € Cest convergente si et seulement si |q| < 1 et sa somme est alors

+00
=
T — un
1-q n=1
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Chapitre IV : Séries

Définition 3 Le reste de la série

—

Pour une série convergente, on appelle reste d’ordre n de la série la quantité :
R, =S-S5,

—‘ Théoréme 2 ’— Condition nécessaire de convergence

Si la série réelle ou complexe}; u,, converge, alors la suite (u,) tend vers 0 a l'infini.

Théoréme 3 ’— Critere de divergence grossiére

Si la suite réelle ou complexe (u,,) ne tend pas vers 0, alors la série ), u,, diverge.

Exemple n= [V.02

1
01) lim (3 + §> = 3 = la série diverge

n—+oo

1
02) lim In (1 + E) = 0 = pas de conclusion sur

n—+oo

1
03) lim (2” + —) = +00 = la série diverge
n—+o 2n
1

1\ ’"(%ﬁ> (2 _inn
04) lim (—) = lime ) = lim enln(n)= lime n =e=1%#0

n—+oo \Nn n—+oo n—+4oo n—+oo

= uyla série diverge

1 1
05) lim n X sin (—) = lim— Xsinx =1 # 0 = u,la série diverge
n—+oo n x—0X
Définition 4 Convergence absolue

-

Une série ) u, est dite série absolument convergente si la série };|u, | convergente.

—‘ Définition 5 ’7 Série télescopique

Une série réelle ou complexe Y; u,, est dite télescopique lorsque son terme général peut se mettre

sous laforme:Vn € N,u, = a,,; — a,, ou (a,) est une suite de réels ou de complexes.

—‘ Théoréme 4 ’7 Convergence d'une série télescopique

Une série télescopique réelle ou complexe Y u,,avec:Vn € N,u, = a,,;- a,, converge siet
seulement si (a, ) est une suite convergente.

—‘ Théoréme 5 ’7 Cas de trois séries liées par une somme

Soient u,, v, et w, des séries réelles ou complexes, et: (a, B) € R? ouC*;,vVn € N. w, = au,, +

Bvn

Si deux des trois séries ) u,,) v,,>w, convergent, la troisiéme converge aussi.

Sil'une diverge, au moins I'une des deux autres diverge.
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Chapitre IV : Séries

IV.1.2- Séries a termes positifs

j Définition 6 ’7 Séries a termes positifs

On dit qu'une série ), u,est a termes positifs si u,, = 0, pour tout entier n

j Théoréme 6 ’7 Critere de convergence

Soit ), u,, une série a termes réels positifs. Elle converge, si et seulement si la suite (S,,) de ses

sommes partielles est majorée.

Exemple n= IV.03

N N N N
S, = 1—1+ 1<1+ 1 =1+ ! !
”_an_ an_ Zn(n—l)_ Zn—l n
n=1 n=2 n=2 n=2
_1+<1 1.|_1 1+ + ! 1)—2 1<2
— 2 2 2 sss sas mEw mEw owow N_l N - N—

La somme partielle est majorée donc la série converge.

j Définition 7 ’7 Série semi-convergente

On dit qu'une série réelle ou complexe est semi-convergente lorsqu’elle est convergente sans
étre absolument convergente.

j Théoréme 6 ’7 Reégle des majorants

Soient u,, et v, deux séries a termes réels positifs, telles que :0 < u,, < v, :
Si la série ), v, converge, la série ), u,converge aussi ;
Sila série ), u,diverge, il en est de méme de la série ), v,.

—‘ Théoréme 7 ’— Séries de méme nature

Soient u, et v, deux séries a termes réels positifs, telles que u,,~v, (n - +)
Alors les deux séries sont de méme nature.

Exemple n< V.04

n n 1 . 7 ox . 7o .
01) .7~z = Parcomparaison avec la série harmonique, la série est divergente
n2+sinn  n? 1 P A s .
02) —4 3 = jLasérie diverge (méme nature que la série harmonique)
Théoréme 8 Reégle de Riemann

—

L 1 . .
La série ZF ou o € Rconverge si et seulementsia > 1

—‘ Théoréme 9 ’7 Regle d'Alembert

Un+1

Soit ), u,, une série a termes positifs. On suppose que lim = lune limite finie

n—+o Un
e Sil < 1,lasérie ), u,converge;
e Sil > 1,lasérie ) u,diverge;
¢ Sil = 1on ne peut pas conclure.
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Chapitre IV : Séries

Exemple n= IV.05
n

u, =— aveca >0
n!

. Upyq . a™t/(n+ 1)! . n!
lim = lim = lima—=
n—+o Uy, n—+oo an/n! n—+oo (n + 1)7’1'

D’apres le critere d’Alembert la série converge.

—‘ Théoréme 10 ’— Regle de Cauchy

Soit )} u, une série a termes positifs. On suppose que lim /u, = [ une limite finie
n—+oo

e Sil < 1,lasérie ) u,converge;
e Sil > 1,lasérie ) u,diverge.
¢ Si | = 1on ne peut pas conclure.

Exemple n= 1V.06

aTL
un=ﬁ aveca >0

lim “fu, = lim —=0

n—+oo n—+oon

D’apres le critere de Cauchy la série converge.

IV.1.3- Séries réelles alternées

—‘ Définition 8 ’— Série alternée

On appelle série alternée toute série du type Y.(—1)™a,, avec a,, de signe constant.

T Théoréme 11 ’— Regle de Leibniz

Soit ), u,, une série alternée telle que :
e (|u,|) Est une suite décroissante ;
e limu,=0

n—+oo

Alors )} u,converge.

Exemple n= IV.07

5 _ z(_\l/);ﬂ

a, = — estdécroissante ;
NG
(_1)n+1
lim u,= lim ———=0
n—+o n n—+oo \/ﬁ

D’apres le critere de Leibniz la série converge.
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Chapitre IV : Séries

Exemple n2 [V.08

i( Dr 2n 2n

= — e =

] amz—3 Tz _3
ne

Montrons que la suite a, est décroissante, pour cela il existe plusieurs méthodes :
= Par récurrence que a,;; < a,;
= [étude de la fonction f(n) = a,, .

= Nous allons adopter ici la troisieme méthode

2n 'n 2(4n? - 3) — 2n(8n) —8n? -3
f(n) = —3 1 = (4n2 — 3)2 " (4n? - 3)2

<0

Donc la fonction f est décroissante.

lim u, = lim (- 1)” =0

n—+oo n—+oo -3
D’apres le critere de Lelbnlz la série converge.

IV.2- Suite de fonctions

Définition 9 ’7 Convergence simple

Soit f,, une suite de fonctions sur I. On dit que f,,converge simplement vers f sur I si, pour tout
x € I,lasuite numérique f,, (x) tend vers f(x). Autrement dit :
Vx €l,e >0 3n, € N* telquen =2ny = |f,(x) — f(x)| < ¢

Exemple n2 [V.09
Trouver la limite £ (x) de la suite (f,(x))
fn(x) = x" — 3xn+2 + 2xn+3 I = [0; 1]
Solution

0<x<1 f@= lm fi(x)= lim x"(1-3x>+2x%) =0
x=0 . f(X) =0
x=1 fG) =0

(f.(x))Converge simplement vers f(x) = 0

Définition 10 ’— Convergence uniforme

Soit f,, une suite de fonctions sur L. On dit que f,,converge uniformément vers f sur I si, pour tout
x € I,lasuite numérique f,(x) tend vers f(x). Autrement dit :
Ve >0 3n, € N*,Vx € I, tel quen = ny, = sup|f,(x) — f(x)| < ¢

Exemple n2 [V.10

Etudier la convergence uniforme de (ﬁ1 (x))
2

n
fo(x) = o I=[-1;+1]
Solution
n2
fx) = nﬁrfoofn(x) - E»Too n2 + x2 =1
—x? x? x? 1
dn = suplful) = f ()] = m S| TR S S !
i =
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(f.(x))Converge uniformément vers f(x) = 0

IV.3- Série de fonctions

—‘ Définition 10 ’7 Séries de fonctions

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur I'intervalle I et (S,,) la suite des sommes partielles,
c.a.d. La suite de fonctions définie par :

viel S, = ) fi()
n=0

Exemple n< [V.11
Déterminer le domaine de convergence et le domaine de convergence absolue des série

2 fn(x)

+ 00

Z In™x
n

n=1

Solution

Appliquons le thé. Alembert

lnn+1 x

n+1

n

|un+1|

lim

n—tw |u,|  n—teo

n .
X | | = lim |
In"x n—+ow In

D’aprés Alembert la série converge pour |[Inx| <1 = é <x<e

1 o (Dr
X =- = Z Conerge
€ n=1

n
+oo
1.
xX=e = Z— diverge
n
n=1

. 1
Le domaine de convergence [;, el

. 1
Le domaine de convergence absolue ] = e[

—‘ Définition 11 ’7 Convergence uniforme

On définit de laméme fagon que pour une suite de fonctions la convergence uniforme d’une série
de fonctions.

On dit que la série de fonctions )5 f, (x)converge uniformément vers s fsur I si la suite de
fonctions (S,) converge uniformément vers S sur L. Ceci revient a dire que la suite (R,,) des

restes converge uniformément vers zéro :
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IV.4- Série entiere

—‘ Définition 11 ’— Convergence uniforme

On appelle série entiére réelle toute série de fonctions )5 a,x™,

—‘ Théoréme 12 ’7 Abel

Si la série entiére converge pour x = x, # 0, alors elle converge absolument pour toute valeur
de x telque |x| < |x,|

—‘ Théoréme 13 ’— Rayon de convergence

Soit X}’ a,x™ une série entiére. Il existe un unique R € [0, 4] tel que:
o La série converge absolument pour |x| < R;
o La série diverge trivialement pour |x| > R;

R est appelé rayon de convergence de la série.

a
R= lim anl ‘R = lim

1
n—+o [apq| n—+e Nlay,|

Exemple n= [V.12
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

+00
n!
n
|
po] 2n)!
Solution
i |ty (n+1)! (2n)! n+1 0 R =+
_ = = = = (00}
w2+ )| T | Tl | T e 2+ 2) @20 + 1)

Fonctions développables en série entiere

—‘ Définition 12 ’7 Série de Taylor

Soit f une fonction définie et indéfiniment dérivable dans un voisinage de 0. On appelle série
de Mac-Laurin ou série de Taylor a I'origine de fla série entiére.

<X £
fx) + Z fn—(!x())(x — xo)"

Iv.g8 |Mathématiques 3 C/Q//%ﬂwa%mm%’ CMQ/MM/GM%
https://sites.google.com/site/Imdelectrotechnique/




