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Chapitre 1

Corps des nombres complexes

L’equation 22 + 1 = 0 n’admet pas des solutions dans R
Si 42 = —1 alors I'equation z2 + 1 = 0 admet deux solutions i et —i.
1.1 Opérations algébriques sur les nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes noté par C

et C={z=a+iy/(z,y) e R? et i* = —1}
SizeR, x=x+1.0.
EtsiyeR*onaiy=0+1iy¢R.

Remarque 1 R C C.

Définition 1.1.1 Si z = x + iy, la partie reélle de z noté Ré(z) = x et la partie imaginaire

noté Im (z) = y.
Siz=x+iyetz =2 +19,

1.1.1 Addition

z+2 =x+2' +i (y+y)



1.1.2 Multiplication

27 = (z+iy). (2 +iy)

= za' —yy +i (v +ya').

(C,+,.) est un corps commutatif ou 0 est un élément neutre pour la loi (4) et 1 I’élément

neutre pour (.).

Exemple 1 .........

Exemple 2 ........

Définition 1.1.2 Si z = z + 1y, le conjugué de z noté z et z = x — 1y.

Proposition 1.1.1 Soient z et 2/ € C et A € R, alors
1)Ré(z):z+z ;2

2) Ré(z+ 2') = Ré(z) + Ré(2') et Im (z) =Im (z) +Im (/).

3) Ré(Az) = ARé(z) et Im (\z) = AIm (z)

4)z+2 =z+7

et Im (z) = z

5) 2.2 =27
6) z=z.

7) Si z = z alors z € R.
Preuve. ...... |

Exemple 3 Simplifier le nombre complexe z = %
Alors:

y = 345 (3450 (1+14) (2 30)

(T—49)(2+43) (1—4)(2+30)(1+14)(2—34)
(3+5)(2-3i+2i+3) (3+5i)(5—1)

2.13 26
(15— 3i+25i+5) _2o+22i_g+g
- 26 26 13 13"



1.2 Module et argument d’un nombre complexe

1.2.1 Module d’un nombre complexe

Soit z = z + iy, (z,y) € R2.

Définition 1.2.1 Le module d’un nombre complexe z noté,|z| avec |z| = /z.z.

c’est a dire |z| = /22 + y2.

Proposition 1.2.1 Soient z =z +i.y et 2/ =2’ +1i.y/,
1) |z2| =0 <= 2z=0.
2) |2+ 2| < |z[ + 17|
3) Nzl = 12l < |z + 2/

) |2 = 2.2

5) |2.] = |2 17/
z|_ ¢

6) ; = m,z/ 7é 0.
z 2.7 2.7

7) T s 2
z 2z |z‘

Preuve. ........... [}

1.2.2 Argument d’un nombre complexe
Soit z = z + iy, (z,y) € R2.

Définition 1.2.2 L’argument d’un nombre complexe z = x + iy, (x,y) € R? noté, arg z et

T

cosf =
Siz#0, Vatty? ,0 = arg 2.
y

sinf =
/332 +y2

Si z =0, arg z n’existe pas.

Si 6 est argument z = z + 4.y alors

z = |z| (cos O + isin )

) x = |z|cos,
c’est & dire
y = |z|sin#.



~ 2

Exemple 4 z =141 alors |z|
— 1 o4 1.
etz-ﬁ(\ﬁ—i—ﬂz)

1

cosf = 7
_ 1
sinf = VGl

Proposition 1.2.2 Soient z =x +i.y et 2/ = a2’ +i.y #0, 0 = argz,0 = arg 2’ alors
2.2 = |z|. 2| (cos (0 +6') +isin (0 + "))

arg (z1.29) = arg (21) + arg (22) .

Preuve. .... =

Proposition 1.2.3 Soient z =x +i.y et 2/ =a' +i.y #0, 0 = argz,0' = arg 2’ alors

z — 1=l

287

2} (cos (0 0') +isin (0 = 0/)).

arg % =arg (1) — arg (22) .
Preuve. .... n

—arg (z) (2m) si z est non nul.

Proposition 1.2.4 arg(z)

1.3 Représentation géométrique d’un nombre complexe

Soient z = x + i.y et M (z,y) un point dans zoy.
Le point M s’appelle I'image du nombre complexe z et z est dit I'affixe du point M.

N )y
|l2‘|="l;""l_F li

gz !
X




o = T

x
COSH:@ ,0 = arg z.
sinf =

2|

1.4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Si 0 est 'argument z = x + 1.y, alors

z = z+1i.y

VL Rl (A —

= |z|(cos@ +isind).

la forme z = |z| (cos # 4 isin ) s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z.
x = |z| cos b,
On remarque que
y = |z|sin 6.

Exemple 5 z = 1+ i3 alors |z]| =2
et 2 =+/2 (% + @z)

_1
cosf = 5
sin@z@
donc 0 = § + 2km
doncz:2(cos§+isin§).

1.5 Forme exponentielle d’un nombre complexe

Il existe une relation entre la fonction exponetielle et le mombre complexe
Si z = |z| (cos (arg z) + isin (arg 2)) alors z = |z] e ¥8%,

C’est a dire
cos +isin 0 = '’

Et on remarque que



Siz=a+iyetz =2'+iy #0,0=argz,0 = argz alors
1) 2= |z]e .
2) 2.2 = |z| |2] ei0F0)
3) & = ﬂei((’_‘gl), 2 # 0.

z |2]

1.6 Formules d’Euler

Siz=x+1iy#0etf=argz, alors
z =|z|(cosf + isinf) Forme trigonométrique
z = |z| e Forme exponentielle
donc Z = |z| (cos§ — isin @) = |z| e

on trouve les formules d’Eler suivantes

ei@ + e—w
cos) = ———
2
619 _ 6—7j0
sinf =
2
Exemple 6 Linéariser coszsin® z.
eix + e—ix eix _ e—ia: 2
coszsin’zy = . -
2 21
1 13T T —ix —13x
= 73 (e —e”—¢e T +te )
1

= -1 (cos 3z — cosx).

1.7 Racines n-iéme d’un nombre complexe

1.7.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Pour déterminer les racines carrées d’un nombre complexe z = x + ¢y, on cherche les nombres

a et 3 tels que:
(a+if)? =z +iy



d’ou le systéme:

a2 _ ,82 =
a2+ 62 = \/:W (équation entre les deux modules)
208 =y.

ce qui permet de définir o et 32 puis «, 8 en utilisant le signe entre o et 3.

Exemple 7 Calculer les racines carrées de z = 3 — 4i.

On résout le systéme suivant:

012—52:3
o2+ p2=5
203 = —4.

= 2a2=8=a’=14
et 2 = 1maisaB <0

d’ou les racines sont : z1 =2—1etzg=—-24+1.

1.7.2 Racines n-iéme

. . 1 (8 2kn
Pour trouver ’ensemble des racines n-iémes de z # 0, z = |z|» (R H5E) avec k = {0,1,2,...,n—1}.

Exemple 8 Trouver les racines cubiques de z = 4v/2 (1 +1) .



En effet:

1) La forme trigonométrique de z est

z = 4\@(1+i):8<\/§+i\/§>

2 2
2) Une racine n-iéme de z est
1 = i
20 = (8)3 el = 92. 12,
3) d’ou les racines cubiques de z
2k = 20Uk
= 92.¢'12 eZTW

avec k = {0,1,2}.

Remarque 2 Quand on cherche a factoriser un polynéme réel P et qu’on a trouvé une racine

imaginaire z, alors zZ est aussi une racine de P.

Exemple 9 Factoriser le polynome: P = 23 — 22 4+ 2z — 1.
Comme z1 = 1 est une racine alors zo = —i est aussi une racine et par suite par la méthode

d’identification on trouve la troisiéme racine.
P=(z—1)(z+1)(z—1).

1.7.3 Formule de Moiver

Pour calculer cos (nx) et sin (nz) en fonction de puissances de cos z et sin z, on utilise la formule
de moivre:

Vo € R,Vn € Z, (ew)n S



Exemple 10

Q
]
®n
ot
8
Il

Re (65“”) et sinbzr = Im (65“6)
done : (cosz + isinz)®

= cos®’x —10cos® rsin?x + Hcoszsintz + i (5 cos? zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® :U)

cos 5z = cos® x — 10 cos® zsin? z + 5 cos zsin*

sinbx = Hcos? zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® x

10



