Chapitre 11

Les ensembles, les relations et les applications

vous connaissez déja quelques ensembles :

 l’ensemble des entiers naturels N = {0, 1,2,3,...}.
» l'ensemble des entiers relatifs Z = {...,—-2,—1,0,1,2,...}.

 l'ensemble des rationnels Q = {5 |p€Z,qe N\ {O}}

« DIensemble des réels R, par exemple 1,v/2, 7, In(2),...

e l’ensemble des nombres complexes C.

Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a un exemple parti-
culier.

Vous vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les en-
sembles, ce sont les relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction)

entre deux ensembles.
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Les ensembles

1

1.1

1.2

Ensembles

Définir des ensembles

On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un ensemble est une collection

d’éléments.

Exemples :
{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.

Un ensemble particulier est I'ensemble vide, noté & qui est ’ensemble ne contenant

aucun élément.
On note

r€eF

si x est un élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.

Voici une autre fagon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient

une propriété.

Exemples :

{x€R||x—2|<1}, {ze@\z5:1}, {$€R|O§x§1}:[0,1].

Inclusion, union, intersection, complémentaire

L’inclusion. E C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit:

Vr € E (x € F). On dit alors que E est un sous-ensemble de F' ou une partie de F.
L’égalité. E = F si et seulement si £ C Fet ' C FE.

Ensemble des parties de E. On note P(E) I'ensemble des parties de E. Par exemple
si E={1,2,3}:

P({1.2:3}) = {2 {1}. {2}, {3}, {1.2}. {1.3}, {2.3}. {1.2.3} }.

Complémentaire. Si A C E,
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Les ensembles

CrA={zcE|z¢A}

On le note aussi '\ A4 et juste A s’il n’y a pas d’ambiguité (et parfois aussi A° ou A).

e union. Pour A,B C F,

AUB:{x€E|x€Aoux€B}

Le “ou” n’est pas exclusif : x peut appartenir & A et & B en méme temps.

e intersection.

AnB={zecE|zcActzc B}
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Les ensembles

L’ensemble fini On dit que '’ensemble E est fini si nombre d’éléments de E est fini.
Nombre d’éléments de E s’appelle le cardinal de E noté Card(FE)

Par exemple si £ = {0,1,2,3,5,7}, donc Card(E) =6
N n’est pas un ensemble fini.

Card(0) =0

A\B l'ensemble {z € A |z ¢ B} et on l'appelle différence de A et B.

AAB T'ensemble (AU B)\(AN B) et on l'appelle différence symétrique A et B.

AN B ANB

Proposition 1.1 Soient A, B,C des parties d’un ensemble E.

e ANB=BNAet AUB = BUA (commutativité)

e AN(BNC)=(ANnB)NC et AU(BUC)=(AUB)UC (associativité)

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivité)
eCx(ANB)=C0pAUCEB et Cp(AUB) =CrANCEB (loi de Morgan)

oCs (CrA) = A

Preuve 1.1 — Preuwve de AN(BUC)=(ANB)U(ANC):
r€AN(BUC)<—=zx€Aetze(BUC)<=zcAet(xeBouxecl)
< (reAetrxeB)ou(recAetrelC )< (r€ANB)ou(recANC)
<—zxe(ANB)UANC)

— Preuve de C(ANB)=CAUCB: 2€((ANB) «— z¢ (ANB)
= (JEEAHB) = (:vEAeta:EB)
— (€A ou(xeB) < x¢Aouzs¢ B +— rclAULB.
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Les relations
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1.3 Produit cartésien

Soient F et F' deux ensembles.

Le produit cartésien, noté E x F, est 'ensemble des couples (z,y) ou x € Fety € F.

ExF={(x,y)|v€eFetyeF}

Exemple 1.1 E = {1,2} et F'={3,5} alors
E x F=1{(1,3),(1,5),(2,3),(2,5)}
R? = {(z,y) | 7,y € R}

2 Relations déquivalence-Relations dordre

2.1 Relations binaires

Définition 2.1 On appelle relation binaire, toute assertion entre deux objets, pouvant

étre vérifiée ou non. On note xRy et on lit K x est en relation avec y >.

2.2 Relation déquivalence

Définition 2.2 Soit R une relation binaire dans un ensemble E et x,y, z des eléments
de E, R est dite

& Réflexive si - Vo € E, xRx.

& Symétrique si : Vr,y € E, xRy = yRz.

& Anti-symétriquesi : Vx,y € E, xRy et yRe —= = = y.

& Transitive si :Vx,y,z € E, xRy et yRz = xRz

2.3 Relation d’équivalence

On dit que R est une relation d’équivalence sur E si elle est réflexive , symétrique et
transitive.

Classe d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur E,a € E. On appelle classe d’équivalence de a
notée a, a ou cl(a), 'ensemble des éléments y de E qui sont en relation R avec a. Cest

a dire
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Les relations

a={y€eE, y@%a}'

Ensemble quotient
Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit 'ensemble quotient de E par la

relation R I'ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de E, noté et on a

E/R = {a, aEE}I

Propriétés Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence dans F.

Soit x un élément de F, alors
1. zex.
2.Vex,ye F xRy <z =1y.

Exemple 2.1 Dans R, On définit la relation binaire R par
Ve,y €R aRy <= 2> —y* =z —y

1. Montrer que R une relation d’équivalence.
2. Préciser la classe de a pour tout a de R.
1) Montrons que R une relation d’équivalence
a)Ve R, 2? — 2> =0 — 2 =0= 2Rz = R est réflezive.
b)Vr,y € R
Ry = P —yP=x—y
= —(-2")=-(y-2

<:>y2—x2:y—x

<~ yRzx
Donc R est symétrique.
c)Vr,y,z € R
Ry = 2 -y =z —y (2.1)
et
YRz <=y  —22=y—2 (2.2)

D+ =+ - =z—y+y—=z
=t - =r—z

— zRz.
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Les relations

Donc R est transitive.

De a), b) et c), on a bien R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R, on a
a={x eR, zRa}

:{xGR, xQ—yQZx—y}
={zeR, (r—a)(zr+a)=2—a}
={zeR, (r—a)(zr+a—1)=0}
={zeR, r=aouz=1-a}
={a,1 —a}

2.4 Relation d’ordre

Une relation binaire R dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle est réflexive
, antisymétrique et transitive.

Ordre partiel, ordre total

Soient F un ensemble et i une relation d’ordre dans E. On dit que R est d’ordre total
si

Va,8 € E, aRf ou fRa

Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est a dire :

Ja,f € E, ni aRB et ni fRa

Exemple 2.2 Soit E = {a,b,c}, on note par P(E) 'ensemble des parties de E. Dans
P(E), on définit la relation binaire R par

VA, Be P(E) ARB<—= ACB

1. Montrer que R est une relation d’ordre.

2. Cet ordre est-il total?

1) Montrons que R est une relation d’ordre

a) Soit A € P(E), alors il est clair que A C A, donc ARA, c’est adire que R est

réflezive.
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Applications

b) Soient A, B € P(E)

ARB et BRA<—= ACBetBCA

— A=1DB

Donc R est antisymétrique.
c¢) Soient A, B,C € P(E)

ARB et BRC < ACcBetBCC
— ARC

Donc R est transitive.

De a), b) et ¢) on a bien R est une relation d’ordre.

2) On a E = {a,b,c}, donc P(E) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}.
L’ordre de la relation est partiel car 3 A = {a} € P(E), 3 B ={b} € P(E):
A¢BetBZ A

3 Applications

Définition 3.1 On appelle Fonctions d’un ensemble E dans un ensemble F', toute

correspondance f entre les éléments de E et ceux de F'.

Domaine de définition de f : noté D; l'ensemble des éléments v € FE fait
correspondre un unique élément y € F noté f(z).

y = f(x) est appelé image de x et z est un antécédant de y.

E est appelé ensemble de départ et F' I’ensemble d’arrivée de I'application f.

On écrit
fE— F

Définition 3.2 L’application est une fonctions d’un ensemble E dans un ensemble
F,tel Dy =FE.
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Applications

Exemple 3.1

fR—R g:R—{1} —R

x x
Tr —
r—1 r—1

Tr+—

Dans cet exemple g est une application mais f est une fonction et n’est pas une appli-

cation car l’élément 1 n’a pas une image dans R.

o Egalité. Deux applications f, g : E — F sont égales si et seulement si pour tout z € E,
f(z) = g(x). On note alors f = g.

o Le graphe de f: E — F est

rfz{(x,f(a;))eExFyer}

o Composition. Soient f: EF — F et g: F — G alors go f : E — G est 'application
définie par g o f(x) = g(f(x))

o L’identité, Idg : E — E est simplement définie par x +— z et sera tres utile dans la

suite.
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Applications

Exemple 3.2
f: )0, 400] — 10,400 9 @ J0,+oo[ — R1
X — 1 ’ x — T '
z z+1
Alors go [ :]0,4o00[— R vérifie pour tout x €]0,+o0] :
f@) = o(1@) =9 (1) =171 = 12— g0
(] €Tr) = €T = — = = = —qlx).
g g g T % +1 14z g
Exemple 3.3 FEtant données les applications
f:R—>R+ gR+—>R+
r — z? v — 2°
alors
gOf:R—>R+ fog:R+—>R+
3 2
r— (x2) = r— (a:?’) =25

Il est claire que fog# go f

3.1 Restriction et prolongement dune application

Définition 3.3 FEtant donnée une application f: E — F.
1. On appelle restriction de f a un sous ensemble non vide X de E, l'application g : X — F

telle que
Vee X, g(z)=f(z)

On note g = f/x
2. Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement de l'application f
a l’ensemble G, toute application h de G dans F telle que f est la restriction de h a E.

D’apres cette définition, f est un prolongement de f,;x a E.

Exemple 3.4 FEtant donnée ['application

f:R, —R

r—Inz
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Applications

alors

g R"—R h:R*— R

r — In|z| r — In(2|z| — x)

sont deuz prolongements différents de f a R*.

3.2 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 3.4 Soit E, F' deux ensembles et f : E — F une application. On dit que :
[ est injectives= Va1, x2 € E, (11 # 10 = f(21) # [(22))
En prenant la contrapposée de l'implication, dans la deuxiéme proposition de cette équiva-

lence, on obtient

& f est injectives— Y&y, xo € E, (f(x1) = f(x2) = 21 = 29)

& [ est surjectives—Vy € F, Ix € E, y = f(x)

f est bejective si elle injective et surjective. Autrement dit :

& [ est bejectives—Vy € F, Az € E, y= f(x)

Az € E ( le quantificateur existentiel suivi d’un point d’exclamation ) signifie : il existe un

unique x appartenant a E

Exemple 3.5 La application

f:R—R

T — 22

Non injective car f(1) = f(—=1) = 1 = —1 est fausse
La application

g:R— R

T — 3z

est injective car g(x1) = g(x2) = 311 = 31y = 11 = X9
La application g est surjective car Vy € R, Jx = % € R tel que y = g(x) donc g est bijective

car g est surjective et injective.
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Applications

Proposition 3.1 Soient f: E — F et g : F — G deux applications, alors on a
1) go f est injective = f est injective.

2) go f est surjective = g est surjective.

3) go f est bijective = f est injective et g est surjective.

Preuve 3.1 On suppose que g o f est injective et on montre que f est injective.
Soient x1,x9 € E @ f(x1) = f (x2) qui est dans F.

On compose par g auzr deuxr membres de l’égalité, on obtient

9(f(21)) = g (f (22)) == (g 0 f)(z1) = (g0 f) (22)

= 11 = X9 car go [ est injective.

Ce qui montre que f est injective.

2) On suppose que g o f est surjective et on montre que g est surjective.

go f surjective =>Vze G,qJr € E:z2=(go f)(x)
— Jr e E:z=g(f(x))

En posanty = f(x) € F alorsVz € G,3y € F: z = g(y), ce qui montre que g est surjective.

go f est injective

3) go f est bijective <= = f est injective et g est surjective.

go f est surjective

3.3 Applications réciproques

Définition 3.5 Soit f : E — F une application bijective, alors il existe une application
notée f~1 définie par f~': F — E

y=fla)=a=f"y)
appelée application réciproque de f.
Exemple 3.6 On considere l'application

fR\{2} — F
r+5
T — 2

avec ' un sous ensemble de R.

Déterminer F' pour que 'application f soit bijective et donner l'application inverse de f.
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Montrer que f est bijective revient a examiner [’existence de solution de l’équation y = f(x),
pour tout y € F. Soit y € F, alors

z+5
T — 2
= ylr—-2)=z+5
S yr—r=5+2y
= zx(y—1)=5+2y

2
b2y siy#1

y=flr)=y=

ce qui montre que :

542
weR\(1}. 3= "y = f(@)

o G 5+2
pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = Y

— € R\{2}? On a:

542
+ 1y:2<:>5+2y:2(y—1)<:>5:—2
y_

. . . . 5+ 2 .
ce qui est impossible ce qui montre que 1y € R\{2}, par suite :

vy e R\{1}, 3 = S e R\2E g = /(@)

donc [ est bijective si F =R\{1} et l'inverse de f est :
FR{1 — R\{2}

o+ 2y
y—1

Yy —

Théoreme 3.1 Soit f : E — F une application bijective, alors son application réciproque
f~Y wérifie fo f~1 =1Idp et f~'o f = Idg. On rappelle
ldg :FE — FE
x > Ildg(x)=1=
Proposition 3.2 Soient f: E — F et g : FF — G deux applications, alors on a
a) f et g sont injectives = g o f est injective.

24

Dr Djebbar Samir



Applications

b) [ et g sont surjectives = g o f est surjective.
c) f et g sont bijectives = g o f est bijective et (go f) ™t = flogl.

Preuve 3.2 a) On suppose que f et g sont injectives et on montre que g o f est injective.

Soient x1,x9 € E, alors on a

(90 f)(x1) = (g0 f)(x2) = g[f(z1)] = g [f (22)]
= f(x1) = f(x2) car g est injective

= 11 = Ty car [ est injective.

Ce qui montre que l'application g o [ est injective.

b) On suppose que f et g sont surjectives et on montre que g o f l’est aussi.

Soit z€ G= 3y € F:z=g(y) car g est surjectivey € F = Jx € E :y = f(z) car f
est surjective. Donc, on obtient z = g(y) = g(f(x)) = (g o f)(x).

Ce qui montre que ['application g o f est surjective.

c¢) On suppose que f et g sont bijjectives, donc f et g sont surjectives et f et g sont injectives.
D’aprés a) et b) on déduit que g o f est injective et est surjective, c’est a dire g o f est
bijective.

Montrons que (go f)™' = f~tog™ D’aprés b), pour 2 € G,z = g(y),y = f(x) et 2 =
(go f)(x), comme f, g et gof sont bijectives, alorsy = g~ (2),x = [~ (y) etz = (gof) ! (2),

par suite
V2eG, (gof) ) =a=f"w=r"(s"0)=(f"og")(»)

donc:  (go f) t=fTlog

Remarque 3.1 1. Les graphes d’une application bijective f et de son inverse f~' sont
symétriques par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x.

2. Notons que si f est bijective alors f~' est aussi bijective et (f_l)_1 = f.

3.4 Image directe, image réciproque

Soient F, F' deux ensembles.
Définition 3.6 Soit AC E et f: E — F, l'image directe de A par f est [’ensemble

F(A) = {f@) |z A}
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Applications

Définition 3.7 Soit BC F et f : E — F, limage réciproque de B par f est l’ensemble

/7' (B) = {z € E| f(x) € B
re f1(B)< f(x) e B

E F

£~1(B)

Exemple 3.7 Soit

et A=[-2,1]. On a

Exemple 3.8 Soit
f R—R

v f(r) =2°
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Applications

et B=10,4]. On a
F7H0,4]) ={z e R, f(z) € [0,4]}
= {3: cR, 2% ¢ [0,4]}
:{IGR,OSZL‘2§4}
={reRa’-1<0}
={zeR,(x—2)(z+2) <0}
=[-2,2]

Proposition 3.3 Soient f: E — F,A,BC E et M, N C F, alors

1. fLAUB) = f(A) U f(B)

2. f(ANB) C f(A)N f(B) (l'autre inclusion est vraie si [ est injective).
3. fTHMUN) = f={(M)U f7(N)

4. A MNON) = 71 (M) N f7HN)

5. 71 (CeM) =Cpf1(M)

Preuve 3.3 1. Soity € F, alors

y€ f(AUB) <= dz € (AUB);y = f(x)
< [Jre€e Avdx e B]; y= f(x)
< [Fred y=[f(z)V(@reB;y=[f(z))
=y e f(A]VIye f(B)
—ye f(AU[f(B)

ce qui montre que f(AU B) = f(A)U f(B).
2. Soity € F, alors

ye f(ANB) < Jr e (ANB);y = f(z)
< [Jr € ANTx € B|; y= f(x)
= [Fre A y=fx)A(EreB;y=flz))
= v € f(AIA Ty € f(B)]
—y € f(A)Nf(B)

ce qui montre que f(AN B) C f(A)N f(B).

Supposons que [ est injective et montrons la deuxiéme inclusion.
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Notions de fonction

Soit y € (f(A) N f(B))

ye(f(ANf(B)=ye f(A) etyec f(B)
= [Fr1 € Ary = f(21)] et [Gxa € By = f(22)]
Donc y = f(x1) = f(x2) et [ est injective, ce qui implique que r1 = xo = x. Donc
€ (ANB) ety= f(z), cest a direy e f(ANDB)
3. Soit x € E, alors
r€f'(MUN) <+ f(z) e MUN
= (f(z) e M)V (f(z) € N)
= (ze M)V (ze fHN)
e axe f(M)Uf(N)
ce qui montre que f~H (M UN) = f~Y(M)U f~1(N).
4. Soit x € E, alors
r€ fY(MNN)+< fz) e MNN
> (f(z) e M) N (f(x) € N)
= (93 € f_l(M)) A (x € f_l(N))
—ae M)W
ce qui montre que fH (M N N) = f~1(M)n f~(N)
5. Soit x € E, alors
S fil (EFM) <~ f(ill') € CFM
— (f(z) € F) A (f(z) ¢ M)
> (z € E)A (x¢f (M)

ce qui montre que f~* (UF) =Cpf~Y(M)
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