Cours de mécanique
M13-Oscillateurs

1 Introduction

Nous étudierons dans ce chapitre en premier lieu l'oscillateur harmonique solide-ressort

horizontale, nous introduirons donc la force de rappel du ressort et nous découvrirons 1’équation
différentielle de ’oscillateur harmonique et sa solution.
L’oscillateur solide-ressort vertical sera ensuite abordé : tout d’abord, ce sera 1’occasion de
retrouver 1’équation différentielle de I'oscillateur harmonique, puis nous introduirons des frotte-
ments fluides pour voir le comportement du systéme. Enfin, nous aborderons un oscillateur
a deux dimensions, le pendule simple. Cela permettra 'introduction de la base de projection
polaire.

2 Systéme solide-ressort horizontal sans frottement

2.1 Probléme 4

Soit un point M de masse m accroché a 'extrémité d’un ressort horizontal sans masse.
Le point M se déplace sans frottement sur le plan horizontal. A ¢t = 0, on écarte ce point de
sa position d’équilibre d’une grandeur z,, puis on le lache sans vitesse initiale. Quel est son
mouvement, quels sont ses caractéristiques ?

2.2 Systeme

Le point M de masse m.

2.3 Référentiel et base de projection

Référentiel lié au plan horizontal sur lequel se déplace le point M, référentiel terrestre
considéré comme galiléen.
On prendra une base cartésienne a une dimension : un axe Ox horizontal permettra de repérer
le point M.

2.4 Bilan des forces

Le point M est soumis :
— a son poids force verticale vers le bas;
— a la réaction ﬁ du support, réaction verticale vers le haut car il n’y a pas de frottement
avec le plan horizontal.
N Fea— .
— a la force de rappel du ressort Frappel, force horizontale.
Cette force est proportionnelle a I’allongement du ressort et & une constante qui caractérise

sa raideur et qui s’exprime en N.m™".

Frappel = k x allongement (1)
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L’allongement du ressort a un instant ¢ est défini par :
allongement = ¢ — ¢y (2)
Si £ est la longueur du ressort a l'instant ¢ et £ sa longueur a vide c’est a dire au repos.

Observons deux situations pour connaitre I’expression vectorielle de la force de rappel du

ressort :
Ici, 'origine de ’axe des abscisse coincide avec la

longueur & vide du ressort. Ainsi, 'allongement du l
L 11 . e ?
ressort est égal a ’abscisse x : : @
r=1Ff— Eo (3)
Bl
1. si le ressort est comprimé, 'allongement est to z<0

ES
2

négatif, la force ? est dirigé dans le sens de W o
A 5 T

I'axe Ox donc : "

eed! @
7 l?

5 — .
de T'axe ez, donc : FI1GURE 1 — Forces s’exercant sur la
masse accrochée au ressort horizontal

Fe—k(t—ty)e =—kzel

2. si le ressort est étiré, I’allongement est positif,
mais la force ? est dirigé dans le sens inverse

F=_—k(t—ty)e,=—kaey

e : N
A retenir
La force de rappel d’un ressort s’écrit :
F=_kx allongement x e = —k ({ — £) ez (4)
quel que soit ’état du ressort.
- J

2.5 2éeme Loi de Newton : obtention de I’équation différentielle

Appliquons la deuxieme loi de Newton puis projetons-la sur la base de projection choisie :

—
ZFext:mE):?—i-ﬁ—i-?:mE) (5)
projection suivant Ox = —kx = m i (6)
.k
—|i+—x=0 (7)
m

2.6 Solution de I’équation différentielle : oscillations harmoniques et carac-
téristiques

2.6.1 Notion de pulsation

L’équation différentielle précédente s’écrit généralement de la maniere suivante :

itwiz=0 (8)

avec wy nommée pulsation propre.
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2.6.2 Expression de la solution

Mathématiquement, cette équation a pour solution une fonction sinusoidale :
x(t) = A cos (wot + @) 9)

ou A et ¢ sont des constantes déterminées a partir des conditions initiale. A est appelé amplitude
et s’exprime en metre (m) et ¢ phase a l'origine exprimée en radian (rad).

Utilisation des conditions initiales
— At=0,2(t=0) =2, = Acos ¢ =,
— Ona:v(t) = —wy A sin (wot + &)
Alors at =0, v(t =0) = —wp A sin (¢) = 0.
A et wp ne peuvent étre nuls donc sin ¢ =0 =-|¢ =0 [7] |

Et finalement .

La solution s’écrit donc :

’a:(t) = Ty, COS CU(]t‘

2.6.3 Allure de la solution
T

Les oscillations du point M sont sinusoidales  zm
d’amplitude x,, et de période propre :

TOZ?:;ZQW\/f \ / .

L’oscillateur est qualifié d’harmonique car ses
oscillations sont d’amplitude constante, et de _. .
période propre également constante dont la
valeur ne dépend que des caractéristiques

du systeéme solide-ressort. FicurE 2 — Oscillations
harmoniques
(A retenir )
L’équation différentielle de 'oscillateur harmonique a pour expression :
o 2 2 k
T+wigzx=0 avec wj= —
m
Les oscillations ont pour expression :
2 m
x(t) = xp, cos (wot) =z, cos | —t) avec Tp=2m/—
To k
N J
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3 Systéme solide-ressort vertical sans frottement

Probléme 5

Soit un point M de masse m accroché a I'extrémité d’un ressort vertical sans masse. A t = 0,
on écarte ce point de sa position d’équilibre d’'une grandeur x,, puis on le lache sans vitesse
initiale. Quel est son mouvement, quels sont ses caractéristiques ?

3.1 Résolution

Le systeme est toujours le point M de masse m, le référentiel toujours terrestre et galiléen
et le bilan des forces est identique.
On choisira aussi une base cartésienne a une dimension, un axe Ox, vertical descendant.

///////

Ici, lorigine de ’axe des abscisses ne
coincide pas avec la longueur a vide
du ressort :

r=1¥0— géq (10)

La force de tension s’écrit toujours :

F=—k(l—t)e (1)

elle n’est pas nulle a I’équilibre.
FIGURE 3 — Oscillations d’une masse suspendue

a un ressort vertical

PFD appliqué a la masse et projeté sur 'axe Ox :

mi=mg—k(l—1{) (12)
S mi=mg—k(z+Llsg — lo) (13)
= mi=mg—kx—klsq— L) (14)
Or a I’équilibre :
mg—k(leq —Lo) =0 (15)
Donc (14) devient
k
mi=—kxr<= a'zi—l—E:U:O (16)

On retrouve donc la méme équation que celle obtenue pour le ressort horizontal, la solution
sera identique ... On peut reprendre a ce niveau tout le paragraphe 2.6.

4 Pendule simple

4.1 Probléme 6

Un enfant, assimilé a un point matériel M de masse m, est assis sur une balancoire. Les
cordes de la balancoire sont inextensibles, de longueur £ et n’ont pas de masse. Un adulte écarte
d’un petit angle 'enfant de sa position d’équilibre puis la lache sans vitesse initiale. On néglige
tous les frottements.

Quel est le mouvement de ’enfant 7 les caractéristiques de celui-ci ?
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4.2 Systéme

L’enfant de masse m.

4.3 Référentiel et base
4.3.1 Référentiel

On choisira un référentiel 1ié & un observateur posé, par exemple, sur le support de la
balangoire. C’est un référentiel terrestre supposé galiléen le temps du mouvement de I’enfant.
4.3.2 Base : présentation de la base polaire

Lorsque 'on a a faire & un mouvement de rotation autour d’un axe fixe, par exemple lorsque
le solide en mouvement peut étre repéré facilement par un angle ; I'utilisation de la base
polaire (2D) est judicieuse.

Cette base est une base mobile composée de deux vec- R Uy 3
teurs perpendiculaires entre eux : Uz |
— un vecteur unitaire 1TT> colinéaire et dirigé suivant 0\l !
W ; on 'appelle vecteur radial. 3 17)
— un vecteur unitaire 179 perpendiculaire au vecteur ‘ o
= T T I
OM et dirigé comme ’angle 6, de I’axe Ox vers M
I’'axe Oy ; on I'appelle vecteur orthoradial. e
On repére alors le point M par une longueur, ici ¢, et par
un angle 6. X

FIGURE 4 — Pendule simple et base
polaire

Liens entre la base polaire et la base cartésienne a deux dimensions

Comme le montre les pointillés sur la figure 4.3.2, il est facile de passer de la base polaire a
la base cartésienne et inversement :

x=/{cos @ y=~sin 6 (17)

0= \/z? + y? tanH:% (18)

|

De la méme manieére, les vecteurs unitaires (1712,

vecteurs unitaires de la base cartésienne (i ; 1Ty>)

g

9) peuvent s’exprimer en fonction des

U,choseujJrsinOtT)y ue:fsineiﬁerCOS@@ (19)
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Position, vitesse, accélération en base polaire

La difficulté par rapport au travail avec une base cartésienne est que les vecteur de la base
polaire sont mobiles, ils sont donc une dérivée par rapport au temps qui est non nulle.

— Vecteur position :

OM =t (20)

— Vecteur vitesse :

. _dOM _d(w) _de, 4@

= l 21
dt @ av T w 1)
d—)
Regardons ce que vaut % :
dm—dlﬁxde—dmxé (22)
dt — dé dt — dé
Or d’apres la relation 19 :
di, L wie g - =
0 = —sin O uy + cos uy = up (23)
Donc :
diz 0 up (24)
=0u
dt o
Et : : :
o ={lu 0w (25)
Remarque
do : R , A P .
La grandeur Fri 0 pourra étre notée w et étre appelée vitesse angulaire.
— Vecteur accélération : ,
7= _doM (26)
dt dt?
On procede de la méme maniére que pour le vecteur vitesse pour obtenir :
T =0 —06%a + (206 +0)u (27)
4.4 Bilan des forces
O
0 \/
Sur le point M s’exerce deux forces : ?
— son poids P, force verticale vers le bas; up
— la tension du fil T', force colinéaire au fil et dirigée M
vers ’axe de rotation. 3 e

FI1GURE 5 — Forces s’exercant sur le
pendule simple
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4.5 Deuxiéme loi de Newton

On applique le PFD au point M, on le projette sur la base polaire (u—>r , u—g) :
= R Suru,: mgcos @ —T =m(l — 06?)
ZFeXt_?+?_ma:>{ Surug: —mgsin 0 =m(200+ £6) (28)

4.6 Equation différentielle du mouvement

Mais le fil est inextensible : ¢ = 0, d’o :

. O T — _ 12
{Surur. mgcos 0 —T i R4% (29)

Surug: —-mgsinf=mlé

La premieére équation est celle qui décrit le mouvement de I'enfant, la deuxieme donne la
tension du fil en fonction de I'angle 6.

Enfin, on se place dans I'approximation des petites angles, 6 est petit et sin 6 ~ 8. Alors :

é+%0:0 (30)

4.7 Solution

L’équation obtenue précédemment ressemble étrangement a celle du pendule élastique. La
solution s’écrit :

2
0 = 0, cos (wot + @) avec wy = — = /2 (31)
Th 14

avec 6, et ¢ des constantes déterminées grace aux conditions initiales.

L’enfant oscille donc indéfiniment (pas de frottement) & la période :

Ty = 2w\/§ (32)

Le pendule simple est un oscillateur harmonique.

5 Systeéme solide-ressort avec frottements fluides

5.1 Probléeme 7

On reprend I'exemple des oscillateurs précédents : systeme masse-ressort horizontal ou
vertical, ou balancoire. Mais cette fois-ci, des frottements fluides viennent freiner le point M
dans son mouvement.

Comment ce mouvement est-il modifié ? quelles sont ces nouvelles caractéristiques ?

5.2 Equation différentielle

La masse accrochée au ressort est maintenant soumise en plus des forces déja évoquées a

une force de frottement fluide d’expression ? =—a (le k est déja pris, nous sommes dans le
cas de petites vitesses donc de frottements linéaires). L’équation différentielle (issue du PFD
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appliqué a la masse et projeté sur un axe colinéaire au ressort) qui régit I'oscillation de la masse
s’obtient de la facon suivante :

PFD : P+ R+ f+T =md (33)

Projection = mi = —kx —ax (34)

K
=i+ 2i+ =0 (35)
m m

Cete équation différentielle peut se noter de trois facons différents, qui font intervenir
différentes grandeurs caractéristiques du systéme :

— On continuera a utiliser la pulsation des oscillations wy = — et on introduit un autre
m

facteur, A = iy L’équation s’écrit alors :
2m
P2 i twir=0 (36)

— Mais on pourra aussi introduire un temps 7 (qui sera caractéristique de 1’évolution du

1
systéme) définit par |7 = m_ BB dans I’équation différentielle :
o
. T 9
T+ —+wjr=0 (37)
T
— Enfin, il est possible d’introduire le facteur de qualité définit par :
¢+%¢+w§x=0 (38)

5.3 Solution de I’équation différentielle : différents régimes
5.3.1 Equation caractéristique

Une équation différentielle du type de I’équation (35) se résout a partir de son équation
caractéristique :

P42 i twir=0= | +2Ar+wi=0 (39)

5.3.2 Solution

A partir des racines r1 et ro de I’équation caractéristique, on construit la solution de la
maniere suivante :
z(t) = Aexp(rit) + B exp (rat) (40)

La nature de 1 et 5 et de A et B dépend du signe du déterminant de I’équation caractéristique :
selon ce signe, on obtient différents régimes.

5.3.3 Régime pseudo-périodique

Solution

Dans ce cas le discriminant est négatif :

1
A=4X 4wt <0 A<wo = Q>3 (41)
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Et les deux racines de ’équation caractéristique ry et ro sont complexes, conjuguées entre elles :
re=-Atjyw-A=-Atjw (42)

En physique, mais surtout en électricité, le nombre complexe est noté j ( 2= -1)

Remarque

Le parametre w est appelé pseudo-pulsation des oscillations.

En effet, la solution z(t) dans le cas du régime pseudo-périodique s’écrit :

’x(t) = X exp(—At) cos (wt + @) ‘ (43)

Avec X et ¢ des constantes déterminées a 1’aide des conditions initiales (de position et de
vitesse).

Remarque
On trouvera aussi une solution de forme suivante :

z(t) = exp (=At) (A cos (wt) + B sin (wt))

Allure de cette solution

Les oscillations ont alors ’allure suivante :

Xz
X

\ - >

‘ Th=1/4 :

,/—/A\ N
\/ \/ t
—:A=1/4
-X —:A=1

FI1GURE 6 — Oscillations pseudo-périodiques

Ces oscillations sont caractérisées par la pseudo-pulsation w = \/wg — A2, donc une pseudo-

2w
période égale & T'= ————. Cette pseudo-période est souvent proche (amortissement faible)

2 2
VWi — A
de la période propre de 'oscillateur, mais elle est légérement plus grande.

Décrément logarithmique

Une autre grandeur que la pseudo-période permet de caractériser ces oscillations, il s’agit
du décrément logarithmique qui permet de quantifier 'amortissement des oscillations, leur
décroissance. Il est définit par :

A(t)
Alt+T)
ou A représente 'amplitude des oscillations. Généralement pour le calculer, on prend deux
maximas successifs de la courbe x(t).

On peut également montrer (& partir de ’expression de z(t)) que 6 = A T.

0=1In (44)



Mécanique M13-Oscillateurs 5.3 Différents régimes

5.3.4 Régime apériodique
Solution

Ici, le discriminant est positif :

1
A=4) 4wk >0 /\>cuo<:>Q<5 (45)

Les deux racines de I’équation caractéristique sont réelles et opposées :

re=-AE£ /A2 —w? (46)

Dans ce cas, la solution s’écrit :
x(t) = A exp(r_t) + B exp(ry t) (47)

C’est a dire la somme de deux exponentielles décroissantes car les solutions r4 sont négatives
(VA2 —wd < A).

Il n’y a pas d’oscillations d’ou1 un régime nommeé apériodique.

Allure

FIGURE 7 — Régimes apériodiques

5.3.5 Régime critique

Ce régime s’obtient lorsque le discriminant de ’équation caractéristique associé a I’équation

différentielle vaut 0. On alors A = wg et Q) = —.

Ce régime est celui qui permet a l'oscillateur de revenir le plus rapidement a 1’équilibre.
Son allure est la méme que celle d’un régime apériodique.
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