1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée d'un ensemble T de
parties de X, i.e. T C P(X), vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des
ouverts.

(01) 0, XeT.

(02) SiU,VeT,alorsUNV eT.

(O3) Si (U;)ier est une famille de parties de X appartenant a 7, alors 'UIUI eT.
ic

L'ensemble X, muni de la topologie T, est appelé espace topologique. On notera
quelquefois (X, T) un tel espace. Les parties de X qui appartiennent a4 7 sont dites
parties ouvertes ou ouverts de X. Les éléments de X sont généralement appelés
points.

— La partie vide () et I'ensemble X sont des ouverts.

— L’intersection de deux ouverts est un ouvert.

— La réunion de toute famille d’ouverts est un ouvert.

Définition 1.1.2. Soit A un sous-ensemble d'un espace topologique (X, 7). On dit que
A est un fermé ou partie fermée de X si le complémentaire de A dans X est ouvert.
Autrement dit, sil'ona X\ A e T.

Construction d’une topologie & partir des axiomes des fermés. La famille F des
fermés d’un espace topologique (X, T) vérifie les propriétés suivantes, appelées axiomes
des fermés.

(F1) 0, X € F, i.e. la partie vide () et 'ensemble X sont des fermés.
(F2) Si A,B € F, alors AU B € F, i.e. la réunion de deux fermés est un fermé.

(F3) Si (Ai)ier est une famille de parties de X appartenant & F, alors ﬂ_r_élj e F, ie.
ic

'intersection de toute famille de fermés est un fermeé.



Exemple 1.1.1. 1. Soit X un ensemble. Alors T3 = P(X) est une topologie sur X,

appelée topologie discréte. Un ensemble muni de la topologie discréete est dit
espace discret. Dans un tel espace toute partie est 4 fois ouverte et fermée.
A Tautre extreme, 7, = {lﬂ, X} est une topologie sur X, appelée topologie
grossiere ou triviale. Le seul intérét de ces deux topologies est de donner des
contre-exemples et montrer que certains phénomenes pathologigues peuvent arriver
en topologie.

2. Soit X = {x,y} un ensemble a deux éléments. Alors les topologies sur X sont
Ti= {0,X}, T = (0, {z}, X}, Ts = {0, (5}, X}, Ts = {0, {=}, (s}, X}

3. Soit X = {x,y,2} un ensemble & trois éléments. Alors T = {0, {z},X } est une
topologie sur X, par contre {0, {z},{y},X } n’est pas une topologie sur X.

4. Soit X un ensemble, alors Toy = {@} U {U CX; X\Uest ﬁni} est une topologie
sur X, appelée topologie cofinie. Si 'ensemble X est fini, alors la topologie cofinie
coincide avec la topologie discréte. Si I'ensemble X est infini, alors deux ouverts
quelconques non vides dans (X, 7.r) ont une intersection non vide.

Définition 1.1.3. Soient (X, 7) un espace topologique et B C 7. On dit que B est une
base d’ouverts de X ou base de la topologie T si tout ouvert non vide de X est
réunion d’ouverts appartenant a B.

Tout espace topologique (X, T) posséde au moins une base d’ouverts, a savoir T elle-
méme. La notion de base d'ouverts n’est bien sir intéressante que lorsque B est plus
petit que 7. Comme on le verra, dans de nombreux cas, 1l est en effet possible de se
limiter & des raisonnements sur les éléments d'une base au lieu de manipuler la totalité
des ouverts. Notons aussi qu’'en général il n’'y a pas unicité de la base d’ouverts.
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Exemple 1.1.2. 51 X est un espace discret, alors B = {{:r} 5 S X} est une base
d’ouverts de X.



Proposition 1.1.1. Soient (X, T) un espace topologique et B C T. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X.
(it) Pour tout U € T et tout x € U, il existe Be B tel quex € BC U.

Démonstration. Montrons I'implication (i) == (ii). Solent U un ouvert de X et z € U.
Puisque B est une base d’ouverts de X, alors il existe une famille (B;);cs d’éléments de
B telle que U = U Bj. Par conséquent, 1l existe B € Btelquer € B C U.
JeJ
Preuve de (ii)) = (i). Soit U un ouvert non vide de X. Par hypothése, pour tout =z € U,
il existe By € B tel que x € B C U. Doncon a U = UU{:E} C L_JDBI C U, d’ou
el zel

i = L_.IUBm avec B, € B pour tout = € U. Donc B est une base d’ouverts de X. | |
Te

Remarque 1.1.1. Soient (X, 7) un espace topologique, A un sous-ensemble de X et B
une base d’ouverts de X. Alors A est un ouvert de X si et seulement si pour tout = € A,
il existe Be B telque z € B C A.

Construction d’'une topologie 4 partir d’une base d’ouverts. Soient (X, 7) un
espace topologique et B une base de la topologie T. Alors B possede les deux propriétés
suivantes.

(B1) Pour tout z € X, il existe U € B tel que z € U.
(B2) Pour tout U;,Us € B et tout x € Uy NUs, il existe U € Btelque z € U C U; NUs.

Réciproquement, si X est un ensemble et si B est un sous-ensemble de P(X ) vérifiant
(B1) et (B2), alors il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est une base.
En effet, 1l suffit de prendre :

T = {‘ﬂ} U {U C X ; U soit réunion d’ensembles appartenant a B} :

Autrement dit, un sous-ensemble U de X est un ouvert pour 7 si et seulement si pour
tout x €U, il existe BEBtelquex € B CU.

Exemple 1.1.3. 1. Topologie de l'ordre. Soit (X, <) un ensemble totalement
ordonné, et soit B la partie de P(X ) constituée des intervalles ouverts, des demi-
droites ouvertes et de X, voir Appendice A. Alors B vérifie les propriétés (B1) et
(B2). Par conséquent, il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est
une base. La topologie 7 est appelée la topologie de 'ordre. Un sous-ensemble
U de X est un ouvert pour 7T si et seulement s1 pour tout x € U, il existe B € B
telquexe BCU.

2. La droite réelle. Le corps des nombres réels R muni de la relation d’ordre usuelle
est totalement ordonné. La topologique de 'ordre sur R est appelée la topologie
euclidienne ou usuelle de R. Le corps R muni de cette topologie est appelé la



droite réelle. Dans la suite, sauf la mention de contraire, B sera muni de sa
topologie usuelle. Notons que pour tout a,b € R tels que a < b, les ensembles
| — o0, al, la, b[ et b, +oc[ sont, par définition, des ouverts de R, d’ol1 | — o0, al,
[a, b] et [b, +oc[ sont des fermés de R. Notons aussi qu'un sous-ensemble U de R est
un ouvert si pour tout z € U, il existe € > 0 tel que |z — £, £ 4+ £[C U. Autrement
dit, les intervalles ouverts |a, b[ forment aussi une base d’ouverts pour la topologie
usuelle de R.

3. La droite réelle achevée. Soit R = R U {—o00, +00} 'ensemble qui est la réunion

de R et de deux nouveaux éléments distincts notés —oo et 400 et appelés points
& l'infini. On prolonge & R la relation d’ordre usuelle de R en convenant que tout
x € R vérifie —oo < x < +00. Alors R muni de cette relation d’ordre est totalement
ordonné et la topologie de 'ordre sur R est appelée la topologie usuelle de R, et
R muni de cette topologie est appelé la droite réelle achevée. Une partie U de
R est ouverte si

i) pour tout r € UNR, il existe e > 0tel que |z —c, z+¢[C U;
ii) lorsque —oo € U, il existe a € R tel que [—o0, a[C U;
iii) lorsque +00 € U, il existe 3 € R tel que |3, +o0] C U.
Notons que pour tout a € R, les ensembles [—oc, af et ]a, +o0] sont des ouverts de
R et que R est un ouvert de R 1.

Définition 1.1.4. Soient (X, 7) un espace topologique et z € X. On dit qu'une partie

V de X est un voisinage de x s’ existe un ouvert I/ de X tel que x € U C V. Plus

généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie V de X
telle qu’il existe un ouvert U de X vérifiant AC U C V.

Exemple 1.1.4. 1. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V' de
R est un voisinage d'un point =z € R si et seulement sil existe £ > 0 tel que

lx —e, z +¢[C V. Par exemple, }1: =3 %, % |- 1} U {5} est un voisinage de .

2. Si R est muni de la topologie usuelle, un sous-ensemble V de R est un voisinage du
point —oo sl existe @ € R tel que [—o0, a[ C V. De méme, un sous-ensemble W
de R est un voisinage du point +o0o s’1l existe § € R tel que |3, +o00] C W.

Proposition 1.1.2. Pour quune partie d'un espace topologigue X soit un ouvert il faut
et il suffit qu’elle soit voisinage de chacun de ses points. En particulier, pour connaitre

la topologie de X, il suffit de connaitre les voisinages de tous les points de X.

Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition que tout ouvert de X est
voisinage de chacun de ses points. Réciproquement, soit V' une partie de X qui est
voisinage de chacun de ses points. Alors pour tout = € V| il existe un ouvert U, de X
contenant x et contenu dans V. Donc on a V =

eV

donc un ouvert.

U U;. C’est une réunion d’ouverts,





