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Avant-propos

Le present polycopié est dédié au programme de la mécanique des fluides Il destinée aux
étudiants de 3eme année licence relevant du domaine sciences et techniques. 1l couvre plusieurs
spécialités, particulierement le génie mécanique, I’hydraulique et génie civil, I’aéronautique, le
génie maritime, le génie climatique et plusieurs d’autres. Son contenu consiste en trois chapitres
traitant la cinématique des fluides, la théorie de la couche limite et I’analyse dimensionnelle et

similitude.

Ce polycopié est conforme aux programmes ministériels de la mécanique des fluides 11
enseignés pour les étudiants de 3éme année licence génie mécanique énergétique.

Chaque chapitre du polycopié est développé en cours détaillé couvrant tous les éléments du
canevas de formation ministériel suivit d’'un nombre d’exercices bien sélectionnés et corrigés.
Les cours ainsi que les exercices sélectionnés et améliorés sont tirés des grands ouvrages de
références, cités en bibliographie, portent sur des applications diverses de la mécanique des

fluides en relation directe avec les cours enseignés.

La rédaction de ce polycopié est le fruit de lecture de nombreux ouvrages classiques et quelques
documents électroniques, tous disponibles a la bibliothéque ainsi que sur le net. J’espére que ce
polycopié constituera un support utile pour nos étudiants ainsi que nos collégues enseignants.

Les critiques, les suggestions et les avis des collegues, des étudiants et des intéressés par ce

cours me seront précieux pour I’amélioration de la qualité de notre enseignement.

M’hamed BERIACHE
Chlef, le 17 janvier 2019
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Chapitre 1 Cinématique des fluides

Chapitre 1

Cinéematique des Fluides

1.1. Introduction

Dans la cinématique des fluides, nous allons nous intéresser aux mouvements des fluides par
rapport au temps, indépendamment des causes qui les provoquent, ¢’est-a-dire sans prendre en
compte les forces qui sont a leur source.

Un milieu fluide étant en mouvement, comment I’observer, comment le décrire ? Pour
commencer, on introduit la notion de « particule fluide ».

A cette particule fluide, on attache des grandeurs cinématiques (position, vitesse, accélération)

et des grandeurs thermodynamiques (masse volumique, température, pression, ...etc.).

Lors de I’écoulement d’un fluide, le mouvement peut s’effectuer dans tous les sens (en 3

dimensions) comme il peut étre rotationnel ou irrotationnel.

Dans la description du milieu fluide, la particule fluide est assimilée a un point au sens

mathématique du terme (c’est-a-dire avec un diametre nul).

1.2. Rappels mathématiques

1.2.1. Champs scalaires et vectoriels

1.2.1.1. Scalaire

Le scalaire est une quantité qui peut étre exprimée par un nombre unique représentant sa
grandeur. Exemple : masse, pression, densité et température.

1.2.1.2. Champ scalaire

Siachaque point d'un domaine, une fonction scalaire a une valeur définie, le domaine est appelé
un champ scalaire. Exemple : Distribution de pression, distribution de température dans une

ailette.

1.2.1.3. Vecteur
Le vecteur est une quantité, qui est spécifiée a la fois par la magnitude et la direction.
Exemple : Force, Vitesse et Déplacement.

1.2.1.4. Champ de vecteur

Si a chaque point d'un domaine, une fonction vectorielle a une valeur définie, le domaine est

appelée un champ vectoriel. Exemple : champ de vitesse d'un fluide en écoulement.
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1.2.2. Champ d'écoulement

Le domaine dans lequel les parametres d'écoulement, c'est-a-dire la vitesse, la pression, etc.,
sont définis a chaque point et a chaque instant est appelée un champ d'écoulement. Ainsi, un
champ d'écoulement serait spécifié par les vitesses a différents points de la région a des

moments différents.
1.2.3. Les opérateurs mathématiques

1.2.3.1. L’ opérateur Nabla
On simplifie les écritures en utilisant la notation dyadique qui introduit le vecteur symbolique

nabla, noté V, dont les composantes formelles sont les opérateurs de dérivation partielle par

rapport aux variables d’espace x, vy, z.
K
| ox
A
V= | % (1.1)
9
0z
La notation des différents opérateurs en fonction de Nabla est donnée dans le tableau ci-dessous.

Opérateur Notation
Gradient, grad¢ vqo
Divergent, divg Vg
Rotationnel, rote VAg
Laplacien, Ag V2
Laplacien vectoriel, Ap | V2@

1.2.3.2. Le gradient
En mathématiques, le gradient est un vecteur représentant la variation d'une fonction par rapport

a la variation de ses différents paramétres, généralisant la notion de dérivée d'une fonction dans
le cas de plusieurs variables. En physique et en analyse vectorielle, le gradient est une grandeur
vectorielle indiquant la fagon dont une grandeur physique varie dans l'espace.

Il est courant, selon la facon de noter des vecteurs, d'écrire le gradient d'une fonction ainsi :

6_V
dx
— =, a_V
gradV =VV = 3y (1.2)
v
2z
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1.2.3.3. Le divergent

L'opérateur divergence est un outil d'analyse vectorielle qui mesure, pour faire simple, si un
champ vectoriel « rentre » ou « sort » d'une zone de I'espace, comme ce que I’on peut observer
sur un diagramme de lignes de champ. 1l donne donc une information trés liée aux sources qui
créent le champ. Comme nous le préciserons, l'opérateur divergence est I'équivalent local de la

mesure d'un flux.

- 0V, . -
N, P+—2 ]+ v, k (1.3)
OX oy 0z

diw =VV =

1.2.3.4. Le rotationnel

Le rotationnel est un opérateur qui transforme un champ de vecteurs en un autre champ de
vecteurs.

La notion de rotationnel de la vitesse est essentielle en mécanique des fluides. Elle décrit une
rotation de la particule fluide. Si I'écoulement est irrotationnel (son rotationnel est nul en tout
point), en termes mathématiques, le vecteur de vitesse est alors le gradient du potentiel (on dit
alors que les vitesses « dérivent d'un potentiel »). Si le fluide peut étre considéré comme
incompressible, la divergence de ce vecteur s'annule. Le Laplacien du potentiel est donc nul :
il s'agit d'un potentiel harmonique qui satisfait I'équation de Laplace.

Le rotationnel d’un champ vectoriel est donné par :

ik

otV —vav =2 2 2 (1.4)
OX oy oz
vV, VvV, V,

1.2.3.5. Le Laplacien

L'opérateur Laplacien, ou simplement le Laplacien, est l'opérateur différentiel défini par
l'application de l'opérateur gradient suivie de l'application de [I'opérateur divergence.
Intuitivement, il combine et relie la description statique d'un champ (décrit par son gradient)
aux effets dynamiques (la divergence) de ce champ dans I'espace et le temps.

Il s'applique le plus souvent aux champs scalaires, et son résultat est alors également un champ

scalaire.
o2, o 02P, 0%p  0p
Ap=V?p= 1.5
P P G i oy?2 i 0z2 (15
Ap = div(grad(p)) (1.6)
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Un champ de gradient est a rotationnel partout nul.
Bf(grad(p)): 0 (1.7)

1.3. Description de mouvement de fluide

Considérons I'écoulement 2D d'un fluide.

V=ul+vj (1.8)

Figure 1.1 Mouvement de particule fluide
Il existe deux approches pour décrire le mouvement d’un fluide et propriétés associées.

1. Approche Lagrangienne
2. Approche Eulérienne

1.3.1. Approche Lagrangienne

Identifier (ou étiqueter) une particule fluide ; suivez-la au fur et a mesure qu'elle se déplace et
surveillez les changements dans ses propriétés. Les propriétés peuvent étre la vitesse, la
température, la densité, la masse ou la concentration, etc. dans le champ d'écoulement.
Reportez-vous a la figure ci-dessus. La particule fluide «A» au moment t a été déplacé vers un
autre emplacement au moment t’. Sa propriété, par exemple la vitesse, est enregistrée lorsque

la particule se déplace dans le champ d'écoulement :

A t1 > C‘hmhdrhpuﬁcde.!—\‘

o >V A
/-’. J.'fh

3z >V
3 3 A o
/ L x&
B

A

i

X 'ﬁ"s

—__
Chemin de la particule 2
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Figure 1.2 Déplacement d’une particule fluide au fil du temps

Notez que les vitesses enregistrées sont associées a la méme

particule de fluide, mais a des endroits différents et a des Oiseau
moments différents. = Transmetteur radio
-~
- - - 7 - f-/
Imaginez un capteur de vitesse fixé sur un oiseau, volant gt

dans l'atmosphére et enregistrant la vitesse de I’oiseau dans

le champ d'écoulement.

:Lg‘

Figure 1. 3. Exemple de description
Lagrangienne du mouvement

Dans ce cas, le capteur enregistre les données de vitesse suivantes :

Position temps | Vitesse
Pi(X1, y1,21) |11 Vi
Pa(X2, Y2, 22) | t2 V2
Pa(X3, Y3, 23) | t3 V3

Le changement temporel de la vitesse dans une telle mesure est désigné par :

= (1.9)
Appelé dérivé matériel ou dérivé substantiel. 1l refléte le changement temporel de la vitesse (ou
de toute autre propriété) de la particule fluide marquée (ciblée), observée par un observateur se
déplacant avec la particule fluide. L’approche lagrangienne est également appelée «approche

basée sur la particule».

1.3.2 Approche Eulérienne

Identifiez (ou étiquetez) un certain emplacement fixe dans le champ d’écoulement et suivez
I'évolution de sa propriété, a mesure que différentes particules passent par cet emplacement.
Dans ce cas, la propriété suivante, par exemple, la température est enregistrée par le capteur :
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, v
temps | Température R ;’
t T1 =

to T
t3 T3

=

Figure 1. 4. Exemple sur la description Eulérienne du mouvement
Notez que les températures enregistrées sont associées a I'emplacement fixe dans le champ

d'écoulement, ayant différents particules fluide a différents moments.

Disons que nous sommes intéressés par le taux de variation temporelle du changement de
température, T, que la particule observe lorsqu'elle se déplace d’un endroit a I’autre. La particule
peut subir un changement de température car la température de tout le champ de fluide peut
changer en fonction du temps (c'est-a-dire que le champ de température peut étre instable).
De plus, le champ de température peut avoir des gradients spatiaux (différentes températures a
différents endroits, c’est-a-dire non uniformes), de sorte que lorsque la particule se déplace d’un
point a I’autre, elle subit un changement de température.

Ainsi, la particule subit deux effets qui peuvent provoquer un changement de température dans
le temps : les effets instables, également appelés effets locaux ou eulériens, et les effets de
gradient spatial, également appelés effets de convection. Nous pouvons décrire cela en termes
mathématiques en écrivant la température de tout le champ en fonction du temps, t et de

I'emplacement, X :
T =T(t x)

Notez que I’emplacement de la particule de fluide est fonction du temps : x = x (t) de sorte que :
T =T(t, x(t))

Prendre la dérivée temporelle de la température, étendre le vecteur de localisation en ses

composantes X, y et z et utiliser la regle de chaine donne :

ar __ 0T , 0T dx oT dy 0T dz
E Suivant —E"'a_ E +6_ E +£ E (1.10)
une particule x at Yy at o
fluide SUy =uy SUz
Récrivant cela sous une forme plus compacte :
DT aT aT aT aT
—=— —+u,— — 1.11
bt or  Wxox T Wy dy Uz s ( )
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DT _ T

D_t = %t + (u. V)T (112)
La notation, D/Dt, indiquant une dérivée lagrangienne (parfois désigne un élément matériel ou
substantiel), est utilisée dans I’ég. Précédente pour indiquer que nous suivons un élément

(morceau) de fluide particulier et non pas une particule seulement. Plus généralement, nous

avons .
D a(..
2(.) = 2 + (w.V)(...) (1.13)
Taux de variation Variation locale dueIfgirgzlzi‘iioaréif)gtnggciﬁtion
Lagrangien ou d'Euler (ef fet du temps) de la particuli
L) ) ) )
D)=LD) 2 () a2 () () (1.14)

Ou (...) représente toute grandeur d’intérét dans le champ d'écoulement.

1.4 Champ de vitesse et champ d’accélération

Sur la base du concept du milieu continu qu’on a accordé au fluide, la description des propriétés
du fluide (densité, pression, vitesse, accélération etc. ...) peuvent étre des fonctions de I’espace,

et peuvent par conséquence étre représentées graphiquement.

Une de ces grandeurs est le champ de vitesse. 1l s’agit d’une fonction vectorielle de la position
et du temps avec les composantes u, v et w. Dans un systeme Eulérien, la formulation du vecteur

de vitesse en coordonnées cartésiennes est définie comme :

V =ul(x, y,z, )i +v(x,y, z t)] +w(x,y, z, t)l_c) (1.15)

La dérivée totale par rapport au temps du vecteur de vitesse est le vecteur d’accélération (a) :

a — d_V — d[u(xtytztt)]i)+ d[v(xtytztt)]j + d[W(xtytztt)] I_() (116)
dt dt dt dt
Pour la composante de vitesse u, on peut écrire :
—d[u(x,y,z,t)] — a_u + a_uﬂ a_ud_y a_uE (1.17)
dt ot odtdt adtdt atdt
du du du du
=—+tu—+v—+w— 1.1
at u at v at w at (118)
du du du du
=—+tu—+v—+w— 1.1
at u at v at w at (119)
=y (V. V)u (1.20)
at



Chapitre 1 Cinématique des fluides

De méme pour les composantes vetw, ona:

dlv(xyzt)] _
— = + (V. V)v (1.21)
dlw(x,yzt)] _
— === + (V. V)w (1.22)

Sommons les trois termes précédents, on écrit :

- dV 6V 6V 6V av
= T +( x TV TV az) + (V.o (1.23)
Ou,
7 d 0 0 Jd > 0 - 0 >
V=u—+v—+w— e V=—1+—7+—k 194
ox  ~ ay oz axt oyl T oz (1.24)
Il vient donc
u u u ou
=i Ut twos 1.25
X ot dx ay 9z (1.25)
v v v ov
=5 Fug tvg twoo 1.26
y at ox ay 0z ( )
ow ow ow ow
=5 tug tvgotwr 127
z ot u dx v dy w 9z (1.27)

=

. av . h e .
Dans I’équation ci-dessus, 3 est appelée « accélération locale » ce terme traduit la non

permanence de I'écoulement, il est nul pour un écoulement permanent. La deuxiéme partie,

ov ov v
u—+v—-+ Wa— est appelée I’accélération convective. Ce terme traduit la non
Z

dx Jdy
uniformité de I'écoulement.

=

- av . e - . N
La dérivée temporelle totale P est appelée « dérivée matérielle ou particulaire ». Ce concept

peut étre appliqué sur n’importe quelle grandeur (vecteur ou scalaire). Par exemple, on peut

écrire la dérivée temporelle locale pour la pression et la température.

dp _ 9p o, op_ 9
at 6t+(uax+vay+waz) 6t+(V V) (1.28)
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ar _or (L am, or o\ _or . (7
E_6t+(uax+vay+waz) at+(V'V)T (1.29)

1.5 Equations de Navier-Stokes
Ainsi, I’équation de mouvement pour un fluide Newtonien avec une masse volumique p = Cte
et une viscosité constante, u = Cte est donnée comme suit :

Mouvement suivant X,

ap (aZu 2%u azu) __ du
— =+ =+=)=p=
PYx ox K 0x2  0y?  9z2 dt (130)
Mouvement suivant y,
op (621; 2%v azv) _ dv
— (= +=+=)=p=
PYy oy K 0x2  9y? 9z2 p dt (1'31)
Mouvement suivant z,
ap (aZW 2w azw) _aw
— =+ =—=+=)=p—=
P9z =5, Y Gt 02 Y o2) TP (1.32)
Réécrivant les en fonction des contraintes de cisaillement, on obtient :
Suivant X :
Op , 0Txx , OTyx | OTzx __ (du ou ou au)
-4+ + + =pl—m+u—+v=4+w=—
PYx ox ox dy 0z p dt u ox v oy w 0z (133)
Suivanty :
Op | 0Txy | 0Tyy | 074y (dv ov v av)
-4 + + =p(=4+u=+v—+w—
PYy dy ox dy 0z p dt u ox v oy w 0z (1'34)
Suivant z :
Op , 0Txz , OTyz | 0Tzz _ (dw ow ow aw)
— £ 4 + + =pl—m+u—+v—+w—
PYz 0z ox dy 0z p dt u ox v dy w 0z (1'35)

Ce sont des équations différentielles partielles non linéaires du 2°™ ordre appelées équations
de Navier-Stokes. Sous forme vectorielle, elles peuvent étre réécrites sous la forme :

pg—Vp +uv¥=p=2 (1.36)

1.6 Equation d’Euler

Quand les tensions visqueuses dans I’équation différentielle linéaire de mouvement sont

négligeables (z;), I’équation de mouvement de Navier-Stokes se réduit a :
N av
pg—Vp=p— (1.37)

La méme équation de mouvement sous forme scalaire peut-étre réécrite comme suit :
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Mouvement suivant X,

dp _ du

P9x —5- =P (1.38)
Mouvement suivant y,
3} d
PGy =5y =P (1.39)
Mouvement suivant z,
3} d
PGz =5 =P (1.40)
1.7 Equation de Bernoulli
Maintenant, réécrivons I’équation d’Euler sous la forme suivante,
6‘7 g e -
p|S+ (V.v)V| = pg —vp (1.41)
Le terme (V. V)V peut-étre simplifié¢ comme suit :
(Vo)W =v(5v2)+ (ExV) (1.42)
2
Par substitution de ce terme dans I’équation précédente, on obtient :
v 1 2o 7 Vo 5 _
E+V(EV2)+(§><V)+7—g—O (1.43)
Multipliant I’équation précédente par (d7).
v 1 2o 7 Vp > o _
5+ v(Gve) + ExV)+2—g|.a7=0 (1.44)

Supposant que : (€x V).d# = 0, qui est valide sous les hypothéses suivantes :

e Quand il nya pas d’écoulement (17 = 0), (cas de I’hydrostatique) ;

e Quand I"écoulement est irrotationnel, (¢ = 0);

o d est perpendiculaire & (& x ) ce qui trés rare ;

e d7 est parallele a V donc on peut aller suivant la ligne de courant.

Si I’écoulement est irrotationnel et on prend, g = —gl_c), I’équation se réduit a :

v - 1 d
—dr+d(—V2) + L
at 2 p

+gz=0 (1.45)

10
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Intégrant I’équation le long d’une ligne de courant entre deux points (1) et (2) pour un

écoulement dont les frottements sont négligeables.

[P ds+ [ 2+ 27 — VD) + g(z,— 2) = O (1.48)

1 3t 1 p
ds est la longueur de I’arc le long de la ligne de courant. Cette équation est connue sous le nom
de I’équation de Bernoulli pour les fluides parfaits le long d’une ligne de courant. Si, le fluide
est incompressible (p = Cte), I’écoulement est permanent, %: 0, I’équation précédente se
réduit a :

p 1 D 1

Autrement dit, %+ %Vz + gz = Cte , le long d’une ligne de courant.

1.8 Equation de continuité (forme différentielle)

Mathématiquement, elle est représentée, comme étant le taux de variation de masse d'un

systeme est nul. Par définition, un systéeme = quantité de masse fixe.

am =0 (1.48)

at lsystéme

Considérons un élément fluide parallélépipédique de volume dV=dxdydz (voir Fig.1.5)

incompressible au repos.

Volume de
contrile \

pidydz |

pwdxdy

Figure 1.5 Volume de contréle d’un élément fluide parallélépipédique

11
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L’équation de continuité stipule que ; un systéeme = quantité de masse fixe. Ce qui nous permis

d’ecrire :
ap —
fVCE dv +2,; (piAiVi)Sortantes — 2 (piAiVi)Entrantes =0 (1.49)

% gy = 2
Avec, J, .o dV = ” dxdydz

Essayons de développer les termes de I’équation ci-dessus suivant les trois axes 0x, oy et 0z.
Pendant le temps dt, il entre par la face dydz un débit massique de fluide égale a :
pudydz (1.50)

Pendant le méme temps, il sort part la face opposée dydz, un flux massique de fluide égale a
celui qui est entré, augmenté de sa différentielle partielle par rapport a x. or seules les grandeurs

u et p peuvent varier suivant x. le débit massique sortant est donc :

[pu + aa_x (pu)dx] dydz (1.51)
La différence de ces deux termes donne :

+ aa_x (pu)dxdydz (1.52)

Qui représente la variation (augmentation) du débit massique traversant le parallélépipede.

Par un raisonnement similaire, on peut déterminer la variation en débit a travers les autres faces.

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau I1.1.

Face Débit massique Débit massique Augmentation
entrant sortant
X pudydz [pu + aa_x (pu)dx: dydz + 66_x (pu)dxdydz
y pvdxdz [pv N % (ov) dy- dicdz + aa—y (pv)dydxdz
4 pwdxdy

+ 2 Gowydz| dxd + 9 (ow)dzdxd
[pw 5, (Pw)dz| dxdy 5, (Pw)dzdxdy

Apres substitution de ces termes dans I’équation précédente (1.48), on obtient :
g—’; dxdydz + g—z (puw)dxdydz + 3—5 (pv)dxdydz + g—’; (pw)dxdydz =0 (1.53)

12
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Ou,

2+ L lpu) + 2 (ov) + L (pw) = 0 (1.54)
Ou,

ap 2\ —

S+ V. (pV) =0 (1.55)

. . . )
Pour un fluide incompressible, p = Cte, c.-a-d. : a—i =0

L’équation de continuité devient :

ou  o0v  O0w _ =2 . =
P £+E—VV—dLUV—O (1.56)

C'est la forme recherchée de I'équation de conservation de masse pour un volume de contréle

infinitésimal dans un systeme de coordonnées cartésiennes.

Elle est applicable aux principales catégories d’écoulement, visqueux, non visqueux, pour
fluide incompressible, ou un fluide compressible. Souvent appelée équation de continuité car
elle ne nécessite aucune hypothese, sauf le fait que la densité et la vitesse sont des fonctions

continues.

1.9. Notion de lignes de courant, trajectoire, tube de courant

1.9.1. Ligne de courant (ligne d’écoulement)
Une ligne de courant est la courbe qui est tangente en chacun de ces points au vecteur de vitesse
en ces points (Fig. 1.6).

)

. 1 Nds

ds’ / &
) | v
Re+6t) YN

Fig. 1.6 Lignes de courant

13
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Une Ligne de courant est définie par les équations différentielles suivantes :

dx_dy _dz
u v w

(1.57)

Les lignes de courant changent d’un instant a I’autre. Mais dans un écoulement permanent, elles

ne varient pas et coincident avec les trajectoires.

1.9.2. La trajectoire

La trajectoire retrace I’histoire d’une particule alors que la ligne d’écoulement est un
«instantanée» du champ de vitesse. De ce fait, ces deux notions sont différentes. Par contre,
lorsque que le régime d’écoulement est stationnaire, une particule suit nécessairement la ligne

d’écoulement sur laquelle elle se trouve puisque celle-ci est fixe.
1.9.3 Le tube de courant

Un volume de fluide limité par des lignes de courant s’appuyant sur une courbe fermée est

appelé tube de courant (Fig. 1.7).

«C » Courbe
fermée

Une ligne de
courant

Figure 1.7 Tube de courant

1.9.4. Surface de courant

Une surface de courant est I’infinité des Lignes de courant qui s’appuient a un instant donné,
sur une courbe C donnée (Fig. 1.8).

La vitesse en un point quelconque de cette surface est située a I’instant considéré, dans le plan
tangent de telle sorte que si :

F(x, y, z, t)=K, K = Cte (1.58)

Est I’équation différentielle de cette surface de courant, ona:

uﬁ+vﬁ+wﬁ:0 (1.59)
OX oy 0z

L’expression (3) représente I’équation différentielle des surfaces de courant passant a I’instant
considéré par le point ou la vitesse est V (u, v, w).
Aux différentes valeurs de K, correspondent les diverses surfaces de courant passant par ce

point. Lorsque la courbe C est fermée, la surface devient un tube de courant.

14
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Lignes oLurant

Figure 1.8 Surface de courant
1.10. Fonction de courant et fonction potentiel de vitesse
1.10.1. Fonction de courant

Rappelons que les lignes de courant sont définies par :

: , y ) v, .
LC v=-¥ Y % 4
‘\\ I’_, X g Fc
f % e
é '
i 770
X
(@) (b) )

Figure 1.9 Composantes de vitesse le long d’une ligne de courant

ox_dy _dz

(1.60)
u \' W

Considérons un écoulement plan (x, y) bidimensionnel, I’équation (4) peut devenir :
—wdx +udz =0 (1.61)

L’écoulement est permanent et le fluide incompressible. Soit une fonction que I’on désigne

par v et qui en chaque point du plan x, z satisfait :

oy
u=—— 1.62
pe (1.62)
Et,
we_% (1.63)
OX

y : est alors appelée Fonction de courant.

15
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Substituant I’équation (6) dans I’équation (5), on obtient :

a—de+a—wdz:dz//:0 (1.64)
OX 0z
ce qui permet d’écrire que : w =Cte Le long d’une ligne de courant.

1.10.2. Fonction potentiel ou potentiel de vitesse

Rappelons que I’écoulement irrotationnel est un écoulement tangent. Le vecteur tourbillon Q

est nul en tout point de cet écoulement :
O- % otV = 0 (1.65)

Dans un écoulement irrotationnel ot le vecteur tourbillon est nul, la vitesseV , peut étre

exprimée par une fonction @, appelée potentiel des vitesses et qui satisfait la relation :

V = grad® (1.66)

Dont les composants sont :

u:ag; v:ag; w:ag (1.67)
OX oy 0z

Un tel écoulement est appelé « écoulement a potentiel des vitesses » ou encore « écoulement
potentiel ».

Comme la fonction de courant, v, on définit les surfaces ou lignes équipotentielles telles que
la fonction @, conserve la méme valeur en tout point de chacune d’elles. Les équipotentielles

sont données par :

®(x,y,z)=Cte (1.68)
Ou
@ (x,y)=Cte Dans un écoulement plan bidimensionnel.

Il faut rappeler que pour un écoulement de fluide incompressible, parfait et conservatif,

I’équation de continuité s’écrit :

ML N Wi =0 (1.69)
oXx oy oz
Lorsque I’écoulement est a potentiel de vitesse, les équations (1.67) et (1.69) nous permettent
d’écrire :
- 2 2 2
div (grad @) = &P L TP L PP _Ga, (1.70)

oxz oy a2
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@ =Cte, Le long d’une équipotentielle.

V2® =0 ; La fonction potentielle ® est donc harmonique.

1.11. Equations de Cauchy- Riemann

Considérons un écoulement plan x, z irrotationnel d’un fluide incompressible. La fonction des
vitesses @ et la fonction de courant W existent et sont liées entre elles par :

oY o0d
u p— p—

oz ox (Equations de Cauchy-Riemann) (1.71)
ov_a

oX oy

@ et W forment un double réseau de courbes ayant des propriétés orthogonales.

1.12. Ecoulements plans
On distingue deux types d’écoulements plans :
- les écoulements potentiels de base ou simples ;
- les écoulements en superposition ou superposes.
1.12.1. Ecoulements simples
1.12.1.1. Ecoulement uniforme rectiligne

Soit un écoulement plan, de vitesse u =U _ partielle a x (Fig. 1.10).

z A

»
!
X

Figure 1. 10 Ecoulement rectiligne uniforme

Calcul de la fonction de courant v et de la fonction potentiel @ :

Rappelons les équations de Cauchy-Riemann (1.71) ; on écrit selon les données de

I’exemple :
ag =U= UOO = a_l//
OX 0z
(1.72)
M _—o=_%
0z OX
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Apres intégration de ce systéme, on obtient :

d(x,z)=U_.x+c; (1.73)
w(x,z)=U_.z+c, (1.74)

c1 et ¢z deux constantes dépendantes des conditions initiales.

Cas particulierouci=¢c2=0:

d(x,z)=U_.x (1.75)
v=U_z (1.76)

Et le réseau des lignes de courant w(x,z) et des lignes d’équipotentielles ®(x, z) , forment un

damier (Fig. 1.11).

Yt O =cre
T e Ty=cre
U, EEEEEEEEE w(x,z)=U, x
—» :: : 1 II :: )
T ou= [,-:, _!_:'_h D(x.z) :L'K.E
—_— | | ] - I
BEEEE !_E_‘:_;'_:‘ Avecu=U_etw=10
e X
A G
I

Figure 1.11 Lignes de courant et lignes équipotentielles

1.12.1.2. Ecoulement autour d’une source ou autour d’un puit

C’est un écoulement radial. 11 serait plus commode d’utiliser les coordonnées polaires (r, 6) .

Les composantes u et w de la vitesse d’écoulement deviennent :

a) Ecoulement autour d’une source, (voir Fig. 1.12)

T4 7
——@D(x, z)

=9
T 2o

8 V.=0

5{“’

Figure 1.12 Ecoulement autour d’une source
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Remarque :
V, =0, c’est parce que I’écoulement ne présente pas de rotation.
Recherche des composantes u et w :

q

u=V,.cosd = ——cosf

27t (L.77)
w=V,.sinf =—— % ——sin 6

2.m.r

Le debit volumique unitaire a travers la surface 2.z.r est donné par :

q, =2.7m.rV, (1.78)

Avec les équations de Cauchy-Riemann :

agzu:q ( ]COSQ q\,#_a_l//

OX 27r 27 (x2+22) &z
(1.79)
o _ qv( ]sme 9 z _ oy
oz 2nar 27 (x2+22)  ox
F z
Avec,
v,
— Qv . _

I/T - E ] V9_ 0 Lo B

X = r.cosé r

Z=r.sinf P .

r2 = x2+72 ' >

X X

Figure 1.13 Vecteur vitesse en coordonnees polaires

Déterminons maintenant v et @

Apres intégration du systéme d’équations (16), on obtient :

o(x2) =3 Linee 22) (1.80)
27w 2

O@r,0) = Inr (1.81)
27

Et,

w(x,2) =N tg -1(3} (1.82)
27 X
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w(r,0) =g (1.83)
2r
Alors :
®(r,0)=C.Inr (1.84)
w(r,0)=C.0 (1.85)

Les lignes de courant (v ), sont des droites passant par I’origine des axes et divergentes a partir
de cette méme origine.
Les lignes équipotentielles (@), sont des cercles concentriques autour de I’origine O et dans le
plan (x, z).

b) Ecoulement autour d’un puits

Un puits peut étre considéré comme source négative (voir Fig. 1.14 ci-dessous).

_———

Figure 1.14 Vecteur vitesse en coordonnées polaires pour un écoulement autour d’un puit

u=-V,.cosf = % cosd (1.86)
2.7.r

v:—Vr.sinH:isinH (1.87)
2.7.r
q, 1

d(x,z) = ——=In( x2+ z? (1.88)
21 2

O(r0)=-Ivjnr (1.89)
2r

v(x2) = o o[ 2] (190)
27 X

w(r0)=-Jg (1.91)
2r
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Alors :
®(r,0) =—C.Inr (1.92)
w(r,0)=-C.0 (1.93)
Les lignes de courant (y ), sont des droites convergentes vers I’origine.
Les lignes équipotentielles (@), sont des cercles concentriques autour de I’origine O et dans le
plan (x, z).
1.12.1.3. Ecoulement avec circulation (a vortex)
Un vortex correspond donc a un écoulement a tourbillon localisé (ici sur I’axe Oz).
C’est un ecoulement ou le fluide se déplace en cercles concentriques (Fig. 1.15). L’exemple
d’un réservoir cylindrique rempli d’eau, tournant en bloc autour de son axe vertical avec une

vitesse angulaire w.

On appelle vortex, un écoulement caractérisé par un champ des vitesses défini en coordonnées

cylindriques par :

_)—L_’
V=—2¢ (1.94)
=== 9x2) ; +T
—Y(x,2) < V.=;
ir-——=-- - X V‘=0
[
< [
I
0 | -
x

Figure 1.15 Vecteur vitesse en coordonnées polaires pour un écoulement a vortex
Ou la constante I” est I'intensité du vortex, en m?/s.

La constante I représente la circulation du champ de vitesses le long de tout contour

entourant I'axe Oz (axe orthogonal au plan (&, éy)) .

Les lignes de courant sont des cercles autour de I’axe Oz.

Le vecteur tourbillon est défini partout dans I’espace, sauf sur I’axe Oz ou r = 0. On établit
que :

vr=0,rot(V) =0 (1.95)
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Compte tenu de la symétrie de la révolution, on utilise les coordonnées polaires (r, ). La
circulation I"de I’écoulement autour du cylindre pour un rayon quelconque r est :
r=/[ Vds=V,[ ds=(udx+vdy+wdz)[ ds (1.96)

Pour la majorité des écoulements, I’intégrale le long d’une courbe fermée a partir d’un point
jusqu’au méme point donne 7" = 0. Pourtant, pour un écoulement tourbillonnaire, @ = K.6, et

I’intégration produit, "= 2.z.r.

Une circulation équivalente peut étre congue en définissant une trajectoire circulaire de rayon r

au centre du tourbillon et nous pouvons obtenir :
= [ VydS = —Vs(2nr) (1.97)

(Le signe (-) exprime que V, est anti-horlogique).

D’apres la figure 1.15,0on a:

v =" (1.98)
Et

Vo= (1.99)
ds = 2nxdr (1.100)

Apres intégration, on obtient :
I'=2nrV (1.101)
Les lignes de courant, y sont des cercles concentriques (Fig. 1.15) et les équipotentielles @

suivent le sens des rayons de ces cercles.

Pour écrire les vitesses V; et Vg, en coordonnées polaires, il est commode de remarquer d’abord

que :
dI'= grad ®dl = d® (1.102)

Par intégration le long de la circulation 7, on a:

r=J[ do= oy - o, (1.103)
V= r—ot)(t//_éz) = grady /&, (1.104)
rot(é,) =0, (1.105)
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Alors,

gradwy Aé, S’écrit en coordonnées polaires comme suit :

— - dy 3 dy 3 -

grady (r,0)é, = (a—z/LT + a—‘:LS) A€, (1.106)

En remarquant que :

ds =r.do il vient que : Z—Z’ = %Z—Z (1.207)

On écrit :

grady(r, O é, = (‘;—‘” L +2% Zg) 78, (1.108)
rad y(r, O) e = 1ovp VP -y (1.109)

g ' Z7 r90T  ar 0 '

or,V =grad® (écoulement dérive d’un potentiel).

Il vient la méme chose pour la fonction de potentiel de vitesses, @ :

— _od> 1007
grad@ (T, 9) - G_TLT + ;%LQ (1110)
Donc :
— 19y _ 039 _
T roo or T (1.111)
Oy _ 100 __
v——;—;ﬁ—Vg (1112)
Par integration, on obtient :
y(r, 0) = —Inr + G, (1.113)
W(r,0) = -0+ C (1.114)

C1 et C; sont des constantes d’intégration dépendantes des conditions aux limites.

Sionpose: C = 5[ (1.115)
Il vient :

w(r, 0) = Clnr + C; (1.116)
O(r,0) = —CO+ C, (1.117)
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1.12.2. Ecoulements superposes

L’équation de Laplace a laquelle doivent satisfaire les fonctions y et @ est de forme linéaire.
Donc la somme de plusieurs fonctions, @1 + @ et y1 + y», satisfait également I’équation de
Laplace. Ainsi, a partir de deux ou plusieurs réseaux d’écoulements plans simples, on peut

obtenir un autre réseau d’écoulement plan superpose.

Table 3.6.1: Summary of basic, plane potential flows

Type d’écoulement Vitesse Fonction potentiel Fonction de courant
Ecoulement uniform = =U_.
coulement uniforme, Ox u=u_ O (xy)=U. X v (X,y)=U_.y
v=20
’ — 4
Ecoulement autour d’une Vi==" L (r, 0) = B 1y W (r ) = v g
source 2n 2m
Vo=10
’ i |
Ecoulement autour d’un puit Vi=—" | @ (r,0) = —&lnr w(r, 0) = _q_v9
2 2
Vo=10
irculation = I r
Ecoulement avec circulatio vi=0 & (r. ) = _2_9 v (r,0) = 2—lnr
(vortex) vo=- T T
2ar

Exemple : Une source superposée a un écoulement rectiligne uniforme

Pour un écoulement rectiligne uniforme (Fig. 1.6)

d,(x,z)=U_.x (1.118)
v,(x,2)=U_.z (1.119)
Avec,C1=C2=0

Pour un écoulement autour d’une source (Fig. 1.7)

q, 1

D,(x,2) = In(x2+ z2) (1.120)
27 2

Et,

v, (X,2)= &tg 1(5) (1.121)
2r X

La superposition de ces deux écoulements donne un nouvel écoulement (superposé), dont les

fonctions de courant et de potentiel sont comme suit (voir Fig. 1.16) :
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DO, +D, :Uw.x+iln(x2+22) (1.122)
A
Et,
v, +y, =U, + g 1(5) (1.123)
2r X

w= ¥+

I3
¥ v _57/”»

+ = Source

|

Eclt uniforme Eclt source Eclt superposé

Figure 1.16 Superposition d’un écoulement uniforme avec un écoulement autour d’une
source

1.13. Eléments de la théorie potentielle complexe

1.13.1. Définition et contexte

Lorsqu'un écoulement plan est conservatif et irrotationnel, il peut &tre complétement décrit au
moyen d'une fonction analytique complexe appelée « potentiel complexe des vitesses ». Cette
fonction complexe f(z) comporte une partie reelle correspondant au potentiel des vitesses
@ (x,y) et une partie imaginaire correspondant a la fonction de courant¥ (x, y). On définit
ainsi :

f(2)=o+i¥ (1.147)

Ou: z=x+iy=re?

1.13.2. Vitesse complexe

d . . . .
Onpose, W = d—f = u — iv, appelée fonction vitesse complexe.

z
Avec les composantes u et v de la vitesse (Figure 1.17), V,on peut former, W=u+iv image
du vecteur vitesse dans le plan complexe. C’est un nombre complexe de module V et
d’argument w:

w="Vel (1.142)
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<

v
>

u
Figure 1.17 Vitesse complexe
La vitesse complexe a pour module V et pour argument -, tel que :
W =Vel® (1.143)

D’aprés les conditions d’incompressibilité, divV = 0 et dirrotationnalité, 7ot V = 0.

u_ _ow (1.144)
ax dy

ov __ du

= (1.145)

Qui ne sont rien d’autre que les conditions de Cauchy-Riemann pour la partie réelle (u) et la
partie imaginaire (-v) de la vitesse complexe, on déduit que :
Au=Av=0 (1.146)

Remarque
La définition d'une telle fonction analytique est légitime dans la mesure ou le potentiel des
vitesses et la fonction de courant vérifient les relations de Cauchy-Riemann :

o2 _o¥
ax dy
L'intérét de I'utilisation du potentiel complexe des vitesses est double :

o0 _ _av

et, dy T ox

« il regroupe en une seule fonction les deux fonctions descriptives de I'écoulement ;
« il permet la construction d'écoulements évolués par simple superposition d'écoulements
élémentaires :
f(2)=£(2)+ f,(2) + - (1.148)
1.13.3. Ecoulements potentiels élémentaires exprimés sous forme complexe

1.13.3.1. Ecoulement uniforme rectiligne

Considérons I'écoulement uniforme rectiligne dont le potentiel complexe des vitesses se
formule :
F(z) =U.z (1.149)
Ou: U: est une constante réelle positive.

zZ=x+1y
Ainsi,
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f@)=Ux+iy)=Ux+iUy =D+ i¥ (1.150)

Ou l'on peut identifier le potentiel des vitesses (partie réelle) et la fonction de courant (partie
imaginaire) :
& =Ux

(1.151)
¥Y=Uy

Les lignes de courant sont telles que,

¥Y=Uy = Cte

Il s'agit donc de droites horizontales paralléles a lI'axe Ox.

Les équipotentielles sont telles que,

@ =Ux = (Cte

Il s'agit alors de droites verticales paralleles a I'axe Oy.

Comme il se doit, on remarque que les lignes de courant sont de fait orthogonales aux
équipotentielles.

On peut par ailleurs en déduire le champ de vecteurs vitesse en utilisant soit la fonction de
courant, soit le potentiel des vitesses :

AL
vx_u_a_a—_
__0®_ 0¥
vy_v_a—_—a_

D’ou, V = U7 en tout point de I'écoulement, correspondant & un écoulement uniforme de vitesse

U selon I’axe Ox, comme le montre la Fig. 1.18.

Ya D =cre
-~
—— =:=:.::::5Lv’f-
A AR Y =cte
:|| :l_.."||:iilr
—— —
I O O O A
EEEEEGEREERE
T
BEEEE

:i
B

y¥¥y¥e "w

L J

Figure 1.18 Ecoulement uniforme

1.13.3.2. Ecoulement plan autour d'une source ou autour d'un puits
Considérons I'écoulement plan dont le potentiel complexe des vitesses se formule :
f(z) = Cinz (1.152)

27



Chapitre 1 Cinématique des fluides

Ou : C est une constante réelle.
Pour faciliter le traitement mathématique, il conviendra de travailler préférentiellement en
coordonnées cylindriques ; ainsi :

z=x+iy=rel

Et,

f(z) = Clnz = Cin(re®) = Clnr +iCO == O+ iV (1.153)

Ou l'on peut identifier le potentiel des vitesses (partie réelle) et la fonction de courant (partie
imaginaire) :

&d(r,0) = Clnr (1.154)
Ar,0) = CO (1.155)

Les lignes de courant sont telles que,

W r,0) = CO = Cte (1.156)

Ce qui fait 8 = Cte quel que soit, r.

Autrement dit il s'agit de droites passant toutes par l'origine du repére. Les équipotentielles
doivent vérifier que :

@(r,0) = Clnr = Cte (1.157)

Ce qui fait r = Cte quel que soit, 6.

Il s'agit de cercles tous centrés sur l'origine du repere. On vérifie bien ainsi qu'en tout point de
I'écoulement les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de courant. Par ailleurs, le champ

de vecteurs vitesse s'obtient en calculant :

99 _10¥_¢C

T r roe  r (1'158)
190 _ ¥ _

Vg = ;5 = _6_7' =0 (1159)

Donc,

V="="6, (1.160)

Il s’agit donc d’un écoulement radial, centré sur l'origine du repére, ou la vitesse est
inversement proportionnelle a la distance a l'origine (voir Fig. 1.19). On remarquera que selon
le signe de la constante C, I'écoulement peut étre divergent ou convergent selon le cas :

Si C > 0, alors I'écoulement est divergent et correspond a I'effet d'une source a I'origine ;

Si C > 0, alors I'écoulement est convergent et correspond a l'effet d'un puits a I'origine.
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Figure 1.19 Ecoulement plan autour d'une source ou autour d'un puits

La signification physique de la constante C est en rapport avec le débit généré par cette source
ou ce puits. Pour s'en rendre compte, calculons le débit volumique de I'écoulement radial a
travers un cylindre d'axe Oz (perpendiculaire au plan de I'écoulement), de rayon r, et de hauteur
unité Az = 1.

L'écoulement ayant lieu a travers la surface latérale du cylindre, on peut calculer :

q, = [f, V.7.dS = [["V.A.rdosz (1.161)

ou #=é& et V="g

On obtient donc :

g = [, 5rdo = 2nC (1.162)
Ainsi, indépendamment du cylindre choisi, la constante C est égale, a 2r preés, au débit généré
par la source ou le puits. C'est la raison pour laquelle on formule communément I'écoulement
généré par un puits (g, < 0) ou une source (g, > 0) par :

f(z) = j—;znz (1.163)

Ou, gv est le débit volumique par unité de hauteur de I'écoulement plan en (m{)

Remarque

Cette formulation vaut pour un puits ou une source centré a l'origine du repére. On peut tres

bien envisager un écoulement centré en un point quelconque du plan, de coordonnées :

Zy = xo + iy, , en formulant simplement f(z) = g—;In(z — 7).
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1.13.3.3. Ecoulement a Vortex (tourbillon libre)

Considérons I'écoulement plan dont le potentiel complexe des vitesses se formule :

f(z) = —iClnz (1.164)

Ou, C : est une constante réelle.

Une nouvelle fois, il est plus approprié de travailler dans un systéme de coordonnées
cylindriques.

Développons cette fonction pour identifier le potentiel des vitesses et la fonction de courant :

f(z) = —iClnz = —iCln(re®) = CO — iClnr = ®+ iYW (1.165)
D'ou :

o(r,0) = CO (1.166)
(r,0) = —Clnr (1.167)

Les lignes de courant sont telles que, ¥(r,8) = —Clnr = Cte

Il s'agit de cercles tous centrés sur l'origine du repére.

Les équipotentielles doivent vérifier que :

d(r,0) = CO = Cte » 0 = Cte

Il s'agit de droites passant toutes par l'origine du repere. On Vérifie encore qu'en tout point de
I'écoulement les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de courant.

Par ailleurs, le champ de vecteurs vitesse s'‘obtient en calculant :

0% _10¥_

Ur =% Tree 0 (1.168)
_190_ _a¥_¢C

Vg = ;5 - — ar 7 (1169)

Donc,

V="6 (1.170)

On a donc un écoulement orthoradial, tournant autour de I'origine du repere, ou la vitesse est
inversement proportionnelle a la distance a l'origine (voir Fig. 1.20). On notera la différence
avec I'écoulement radial généré par un puits ou une source : les lignes de courant et les
équipotentielles sont inter-changées. Par ailleurs, le signe de la constante C définit le sens de
rotation :

e SiC >0, le vortex tourne dans le sens trigonométrique ;

e SjiC >0, il tourne dans le sens horaire.
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Figure 1.20 Ecoulement vortex

La signification physique de la constante C est en rapport avec la circulation du vecteur vitesse
autour de l'origine du vortex. Pour le comprendre, calculons la circulation du vecteur vitesse le

long d'une ligne de courant définie par un cercle de rayon r centré sur l'origine ; on a ainsi :
oo [T e
F=¢ le=j Vrd959=j —rdf = 2nC
c 0 o T

On en déduit que la circulation est une propriété intrinseque du vortex. En conséquence, on
formulera plus communément le potentiel complexe des vitesses correspondant a un vortex en
faisant apparaitre sa circulation :

r

5 Inz

f(z) =i
Ou:

Si I'> 0, le fait tourner dans le sens trigonométrique ;

Si I"'< 0, le fait tourner dans le sens horaire.

Remarque

Cette formulation vaut pour un vortex tournant autour de l'origine du repére. On peut tres bien
envisager un vortex tournant autour d’un point quelconque du plan, de coordonnées :

Zy = X, + iy, , en formulant simplement, f(z) = —i%ln(z — Zp).

1.14. Utilisation des transformations conformes

L'utilisation des transformations conformes est un moyen puissant permettant I'étude des

écoulements autour de profils quelconques. En effet, considérons un écoulement dans un plan
PP . . d
et défini par le potentiel complexe f(z) et de vitesse complexe, u = d—’;.

Effectuons sur le plan des z une transformation biunivoque z = h(Z) faisant correspondre aux

points m d'affixe z des points M d'affixe Z et au domaine d, le domaine D du plan des Z.
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La vitesse complexe U de I'écoulement dans D est alors donnée par U = uh/Z). On montre que
les transformations conformes conservent les débits et les circulations ; elles transforment les
sources et les tourbillons en sources et tourbillons de méme intensité.

La détermination du mouvement autour d'un profil quelconque revient a trouver la
transformation conforme permettant de transformer I'extérieur du profil en un cercle puisque
I'écoulement autour de celui-ci est parfaitement connu. Cette technique est trés précieuse pour

la détermination des meilleurs profils d'ailes d'avions.

O @ B33
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Exercices Corrigés

Exercice 01 :

On considere I’écoulement défini en variables de Lagrange par :

y=b+pt?

{ x=a+at
z=c+yt3+cat

Donner la vitesse V de cet écoulement en variables d’Euler.

Solution :
X =a
On vérifiequ’ent=0,0na: {y =b
Z==C
Les variables (a, b, c, t) sont les variables de Lagrange. Exprimons la vitesse en variables de
Lagrange :
— ax _ : — 4y _ : — 49z _ 2
u=—=a V= 2pt : w 3ytc +ca

dt

La vitesse V (u, v, w) est une variable d’Euler. Elle est exprimée en fonction de a, b et c.
Essayons de I’exprimer en fonction des variables (X, y, z) de Lagrange.

Sur la base des données de I’énoncé, ona:

=x — : =y — fBt2: = _Z—yt3
a=x—at; b=y—[ft?; C="T
En portant ces expressions dans ceux de (u, v, w), on obtient :
u=—aua
v =20t
a(z —yt?)
w =3yt + ———
4 1+at
Exercice 02 :
On considere I’écoulement défini en variables d’Euler par :
u = wx
{ v = wy Ou, w est non nul.
w=—wx + at

1. Cet ecoulement est-il stationnaire (permanent), incompressible ?
2. Déterminer les trajectoires.
3. Déterminer les lignes de courant a I’instant t;.

Solution :

1. Sia # 0, I’écoulement n’est pas stationnaire. Mais si, @ = 0, I’écoulement est stationnaire.
Un écoulement est incompressible si, divV = 0.
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Alors,
= w |0 " , : )
divV = a_ + ﬁ + a—VZV = 2w # 0 ; Donc I’écoulement n’est pas incompressible.

2. Les équations différentielles des trajectoires sont les suivantes :

dx dy dz — dr

wx wy —owx+at

De, =gt o B = dt
wXx X

Par intégration, on obtient : x = x,e®t

De méme, y = y,e®t

Six=xpety=y, ent =0.

7 - L—Z
On écrit pour z, z = —xy,e®t + a+k

Siz=12z,ent=0,alors, k = x, + z,. On aura donc :

2

t
z =x0(1—e‘”t)+a§+zo

Les trois trajectoires recherchées sont exprimés par les relations de x, y et z issues de

I’intégration.

Exercice 03 :

Considérons le champ de vitesse d’un écoulement de fluide incompressible donnée par :

1. Calculez l'accélération matérielle au point (X, y) = (2, 3).
2. Esquissez également les vecteurs d’accélération du fluide.

Solution :

1°- Utilisons I'équation de l'accélération matérielle en coordonnées cartésiennes.

_ ou o ou ou, .
% =5 T Y ox
Et,
617 617
b =5 ¥ T
On obtient :

Au point : (X, y) =

V = (05 +0.8x)i + (15— 0.8y)]

ou ou
+

6y oz

617 617

6y iy

(2, 3), I'accélération matérielle est :

ax = 1.68 m/s?,
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ay = 0.72 m/s?.

2°- Esquisse des vecteurs d’accélération du fluide

1
5 Y
- |3
4—_ 1
3
v,
2—~ -
1 A
Oj ¥
_l htll-]t
5 Y

Exercice 04 :
Le champ des vitesses d’un écoulement est donné par :

V = (4 + xy + 2t)T + 6x3] + (3xt2 + 2)k
Déterminer :

1- I’accélération particulaire (matérielle) du fluide ;
2- I’accélération matérielle au point A (1,1, 1) etat= 1.

Solution:

1. L’accélération particulaire est donnée par les équations suivantes :

DU ou ou ou ou
=—=—+4uyu—+v—+w—
A =2t o Yox dy oz
DV v v v ov
=—=—+uy—+v—+w—
A =Dt~ ot x dy oz
DW ow ow ow ow
===t y—+v—+w—
Az = bt ot Y ox dy oz

D’aprés le champ de vitesse donné, on a:
u=4+xy+2t
v = 6x3
w=3xt?+z
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Donc,

a, =2+ (4+xy+2t)(y) + 6x3(x) + (8xt? + 2)(0)

a, =0+ (4 + xy + 2t)(18x2) + 6x3(0) + (3xt* + 2z)(0)
a, = 6xt + (4 + xy + 2t)(3t?) + 6x3(0) + (3xt? + 2)(1)
Alors,

S
a,l+ a,j+ azk

Q
I

a=(2+4y+xy?+ 2ty + 6x*)T+ (72x% + 18x3y + 36tx2)] + (6xt + 12t% + 3xyt?
+6¢3 + 2 + 3xt2)k

2. Le vecteur d’accélération au point A (1,1, 1) ett=1

G=Q+4+1+2+6)+(72+18+36)j+ (6+12+3+6+2+3)k

d = 157 + 1267 + 32k
Exercice 05 :

Le champ de vitesse d’un ecoulement est donné par :

V = Axyi + By?] Ondonne: A=1[1/m.s] etB =-0,5[1/ms]

1. Verifier si cet écoulement est conservatif ?
2. Déterminer I’équation des lignes de courant de cet écoulement

3. Représenter la fonction de courant pour : X, y >0
Solution :

1. Nous devons montrer que, divV = 0.

Pour cela, il nous suffit de vérifier que I'équation suivante est vraie :

x ady

D’aprés le champ de vitesse donné, on a:
d0Axy N d0By?
0x dy

L’équation de continuité est vérifiée, le fluide est bien conservatif.

=Ay+2By=y-y=0

2. Les lignes de courant sont tangentes aux vecteurs de vitesses, on écrit donc :
dy v

dx  u
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Pour V = Axyi + By?j Ona:u = Axy, v = By?

Alors,

dy _v_By* By

dx u Axy Ax

Pour résoudre cette équation différentielle, on fait une séparation de variables ensuite on

integre.
jdy _ jB dx
y A x

B

lnyZZlnx+c

B
Iny =Inxa+Inc Avec, c =lInc

Donc :

B
y:ch

3. Pour un champ de vitesse donné, les constantes A et B sont fixes. Différentes lignes de courant
peuvent étre obtenues en attribuant différentes valeurs a la constante d'intégration, c.

Puisque A = 1 1/m.s, et B = - 0.5 1/m.s alors % = —% = —% et les lignes de courant sont
données par I'équation.
1
y=cx z= % Il s’agit de lignes hyperboliques.
X2
Pourc=0, y=0 pourtoutx et pour x = 0 pour tout .
Y
Sens de
1D l'écoulement
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Exercice 06 :
On considere un écoulement permanent défini dans un repére (0, X, y, z) par le champ des
vitesses suivant, en variables d'Euler :

. u=2x—3z
V v=20
w=3x—2z

1°/ Montrer que le fluide est conservatif (incompressible).
2°/ Calculer le champ du vecteur d’accélération, 4.

3°/ Déterminer I’équation des lignes de courant.

Solution :

1°- Nous devons montrer que, divV = 0.

Pour cela, il nous suffit de vérifier que I'équation suivante est vraie :

6_u+6_v+6_w:O
ox ady 0z

D’aprés le champ de vitesse donné, on a:

6u+6v+(3w_2+0 2=0
dx dy 0z B

L’équation de continuité est vérifiée, le fluide est bien conservatif (incompressible).
2°- L'accélération est définie par :

”—i+(l7 grad)V
i=— .gra

L’écoulement est permanent d’ou, ‘;—‘Z = 0 et donc,
= (V.grad)V
du du du

Ay =Uu—+v_—+w—

=(2 3)6(2 3z)+(3x—2 g 2x—3
0x dy 9z X T g\ T (3x Z)Oz(x 2

v v v
=u—+tv—+w—=
ay =u_—+v 3y w— 0
ow ow ow 0 0
—u—+v—+w—= - — - + - = -
a; Sug -+ vt w (2x —32) ™ (Bx —2z) + (3x — 22) 5, (3x — 2z)

On obtient, donc :
G = —5x7 + 0] — 5zk

3°- Les lignes de courant sont définies par :
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dx dy dz
u v ow

Nous avons v = 0. L'écoulement se situe dans le plan Oxz.
Nous allions transformer cette équation,

dx _ dz
2x — 3z 3x—2z

Ce qui nous donne

(3x —22)dx = (2x — 3z)dz
Puis,

3xdx —2d(xz) + 3zdz =0
Par intégration, on obtient :

3 3

42 52 _ —

5% + 5Z 2xz = Cte
Exercice 07 :

Le champ de vitesse d’un écoulement permanent, incompressible et plan en X-Y est donné par :
V = axi — byj Avec, a=b = 1 [1/s]

1. Trouver I’équation des lignes de courant de I’écoulement.
2. Représenter les lignes de courant pour : x >0 ety > 0.

Solution :
La pente de la ligne de courant dans le plan X-Y est donnée par :

dy _v

dx u

Pour V = axi— byj Ona:u = ax, v = —by
Alors,

dy _v_ _by

dx u ax

Pour résoudre cette équation différentielle, on fait une séparation de variables ensuite on

integre.
dy j b dx
y a x
=——Inx+
Iny alnx c

b
Iny =Inx a+lInc Avec, c=lInc

Donc :
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_b
y=cx a

Pour un champ de vitesse donné, les constantes a et b sont fixes. Différentes lignes de courant
peuvent étre obtenues en attribuant différentes valeurs a la constante d'intégration, c.
Puisque a=bh = 1sec?, alors b/ a = 1 et les lignes de courant sont données par I'équation.

y=cx 1= 2 Il s’agit de lignes hyperboliques.
Pourc=0, y=0 pourtoutx et pour x = 0 pour tout .
i A
\ <=8
k!

Exercice 08 :
Le champ de vitesse d’un écoulement est donné par :
V =ax?+bxy] Avec,a=2[1/ms];b=-4[1/ms].
1. Est-ce que cet écoulement est permanent ?
2. Quel est le type de I’écoulement ? pourquoi ?
3. Déterminer les composantes vitesses au point (X, y, z) = (2, %, 0)
4. Déterminer I’équation de lignes de courant y = f(x) de I’écoulement a travers le point
précédent.

5. Représenter les lignes de courant pour : x >0 ety > 0.

Solution :

s . , dv ys
1. D’apres le champ de vitesse donné, e 0, donc I’écoulement est permanent.

2. D’aprés le champ de vitesse donnée : V = ax27+ bxyj On peut dire que I’écoulement est

bidimensionnel (plan), parce qu’on voit que le vecteur vitesse n’a que deux composantes,
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u=ax?etv=hbxy,w=0

3. La vitesse au point (X, Y, z) = (2, ¥, 0)
N 1
V = ax?i + bxy] = 2(22)7 — 4(2) (5) 7=87—47

Dol - { u=8m/s
"v=-4m/s
4. La pente de la ligne de courant dans le plan X-Y est donnée par :

dy
dx

gl<

Pour V = ax? + bxyj Ona:u = ax? v = bxy

Alors,

dy v _bxy by

dx u ax? ax

Pour résoudre cette équation différentielle, on fait une séparation de variables ensuite on
integre.

jdy_jbdx

y Jax
b

lnyZElnx+c

b
Iny =Inxa+Inc Avec, c = lInc

Donc :
y = cxa Avec, s = -2, il vient donc : y==

Aupoint, (x, Y, 2) = (2. %,0), c = x?y = (2)*(3) = 2m?

Alors, y = 2z

XZ
5. Plusieurs lignes de courant peuvent étre obtenues en attribuant différentes valeurs a la

constante d'intégration, c.
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10.0

y (m)

50 |

0.0

Exercice 09 :

Dans un champ de vitesse d’un écoulement de fluide parfait incompressible. Le fluide s’écoule

dans un tube d’axe vertical (Oz) de section non-uniforme. Le régime d’écoulement étant

permanent. Le champ de vitesses en coordonnées cylindriques est de la forme :
V = 2krii, + k'zU,
1. a) Exprimer k’ en fonction de k ;
b) Montrer que I’écoulement est irrotationnel
2. Déterminer le vecteur accélération 7 en chaque point M(r, 0, z)
3. Déterminer la fonction potentiel de vitesse @ (r,6, z) et calculer son Laplacien A®

4. Déterminer I’équation des lignes de courant ensuite procéder a sa représentation

On rappelle que : En coordonnées cylindriques, pour : A (Ar, Ag, A2),

. 2> _18(rAy) , 1849 , 04, . — 0A;
= 04 2 =T+
Div A S ~28 T o gradA o

104 | 04z
r 06 0z

194 9%4 1 9%4  9%A
AN =-——+—

r or oar2 ; 002 g

— (34, aAg) — (aAr aAz) = (1 ordg 1 aAr) =
= (== _-_==¢ + — + (=2 22
e (r69 oz ) Ur oz o)Vt 0% i) Us

Solution :
1°) Fluide incompressible si, divV = 0

En coordonnées cylindriques :

i o 2O0W) 1dVe AV,
v T r or r 00 9z B

On obtient, k' = —4k

2°) On peut donc exprimer : V(r, z) = 2k(rii, — 2z1,)
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Alors :

r or r 00

i LA\ (aw avz)ﬁ L (1oGVe) 19%)
rot _<r69_ az)”T oz ar)%e Yz

Or, Vo =0, V.= 2kr, V, = —4kz

Il vient donc :

7otV = ()i, + (0), + (0)Z,

Donc, QO = %r_ot’V =0 I’écoulement est bien irrotationnel.

3°) La fonction potentiel de vitesses, @ (r, 6, z)

On vient de montrer que I’écoulement est irrotationnel, c'est donc un écoulement potentiel,

c’est-a-dire que le champ de vitesses dérive d’un potentiel.

rV _ 0D
T or
V=grad®=<V, = —
g 1 0 39
_ 0D
V=5

V= 35, Ur +Zu2 = grad @, Avec, Vy =0.

. o ow ,
Soit : dd)—a—rdr+gdz = V.dr +V,dz

d® = 2krdr — 4kzdz

Par intégration, il vient :

d)(r,z)ZJch =2kjrdr—2kadz+c=k(r2—222)+c

D(r,z) =k(r? —2z*)+c

Le Laplaciende: @ (r,z) = k(r? — 2z%) +¢

AD(r.7) = 16_@4_ 62([)4_162([)_'_ 62([): 0
ror 0r2 r20602 0z2

Donc, @ (r, z) obéit a I’équation de Laplace.

4°) L’équation des lignes de courant

Les lignes de courant sont definies par :

43



Chapitre 1 Cinématique des fluides

dr _ df _ dz dr _ dz dr _ dz 2dr | dz __ 2

—=—== — = = —=— = —+—==0= rz=c

Vi Vg Vy 2kr —4kz r -2z

Alors, onobtient :  z = = ce sont des hyperboles équilatéres qui admettent les axes Oz et

r2

Or comme asymptotes.

L&l

=Cte

z=f1)

]
'\l|¥1|‘

Exercice 10 :
Le champ de vitesse pour I’écoulement d’un fluide est donné par la relation suivante :

—

V= (%) (=xT+y)) Ou : Vo et | sont des constantes.

1. Déterminer si I’écoulement est incompressible ?

2. Déterminer la fonction du courant de I’écoulement

3. Représenter la fonction de courant dans un plan xOy.

4. A quel point de I’écoulement, la vitesse sera égale a Vo ?

Solution :
1. L’écoulement est-il incompressible ?

Nous devons montrer que, divV =0

_Vox Yoy
divv:g_z+g_;:6(ax? )+6(630f ):_?4_?:

Donc, I’écoulement est incompressible (conservatif).

0

2. Détermination de la fonction de courant de I’écoulement

Vo
dy _v_ 7Y _ Yy
===
dx u _Tox X
Par une séparation de variables, on aura :
@ov__y N v _ _dx
dx x y X

Par intégration, on aura :
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dy _ _[4x
y X
Or
Iny =—Inx +c
Ce qui donne :

Xy =, ou, C une constante.

o,

Enfin, on aura : y==

3. Enattribuant a c plusieurs valeurs, on peut tracer plusieurs

=]

. =g
lignes de courant dans le plan (xOy). ‘
- 7 - 7 Y =4
4. Le point de I’écoulement ou la vitesse sera égale a Vo Fj
On a: o 2 G g=-1 x
) c=-4

Vo [0 —
V:,lu2+v2:TO x2+y2 > 9

La vitesse V = Vo en tout point du cercle de rayon | centrée au

point ou :

’xz +y2:

Cette situation nécessite une étude de plusieurs cas de figure.

Exercice 11 :
Pour les écoulements permanents, incompressibles et plans en XY suivants :

— = 2+ 2
=ity

v = —=2xy
—(u=9xy+y
o V{v=8xy+2x

Vérifier s’il y a conservation de masse pour ces écoulements.
Solution :

La conservation de masse est satisfaite si :

u v __ A TiEA
== 0 (Eq. de continuité)

i 2 2 i —_ e - =
a. ax(x +y)+ay( 2xy) =0 = 2x-2x=0

La masse est donc conservée. Un tel écoulement est possible. Le champ de vitesse est représenté

ci-dessous.

b. aa—x(gxy+y) +aa—y(8xy+2x) =9y + 8x =0,
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I ny a pas de conservation de masse, un tel écoulement n’est donc pas possible.

Exercice 12 :
Le champ de vitesse d’un écoulement bidimensionnel est défini par :

—

V=yl—xJ
Déterminer I’équation de la ligne de courant passant par le point (1, 0).

Solution : y
L’équation de ligne de courant est donnée par :

d -
Z=Z D’ou, udy —vdx =0

dx u

Alors, (1.0

& _x - _ 0 x
ooy — ydy = —xdx

Par intégration, on aura :

x?+vy2=c Ou,c:estune constante

d’intégration

Pour la ligne de courant passant par le point (x, y) = (1, 0)
Ontrouve que,c=1

Donc, I’équation de ligne de courant est :  x2 + y2? = 1.

Exercice 13 :
Vérifier si les fonctions suivantes, @ (x,y), représentent des écoulements plans en XY, a

potentiel de vitesses.
i) d, = Kx8; ii) @, = Ux; i) @;=Vy
Solution :

Pour des écoulements plans, il existe un potentiel des vitesses @, tel que :

AD=V>’D= 62@+ 62@_ 0
B  0x? dy? B
. 2 _ 0%kx3 | 0%kx3 _ , L . .
) Vo, = = T e 6kx #+ 0 Donc, @; n’est pas une fonction a potentiel de vitesses.
i)y V2o, = 662:2" + 662;]2" =0 Donc, @, est une fonction & potentiel de vitesses.
i) V2@, = aazzzy + aaz;y =0 Donc, @; est une fonction & potentiel de vitesses.
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Exercice 14 :

Chacune des fonctions suivantes, @, = Ux et @; = Vy est un potentiel des vitesses (voir
exercice précédent).

1°) Montrer que la somme de ces deux fonctions donne aussi un potentiel des vitesses.

2°) Représenter ensuite les lignes équipotentielles ainsi que les lignes de courant.

Solution :

1°) La nouvelle fonctionest alors: @ = @, + @; = Ux +Vy

Elle pourra représenter un potentiel de vitesse si I’équation de Laplace est satisfaite, donc :

02(Ux + Vy) . 02(Ux +Vy) _ 6_U N 6_V _
0x? dy? ox 0y

Donc, @ = Ux + Vy est un potentiel de vitesses.

AD=V?Q= 0+0=0

2°) Les équipotentielles sont données par :
@ (x,y) =Cte

Alors, ®=Ux+Vy=(C, = y = (— %) x+ C; cette équation représente une

famille de droites avec une pente de — (U/V), voir figure ci-dessous.
Selon les conditions de Cauchy-Riemann, il y a orthogonalité entre les équipotentielles, @ et

les lignes de courant, ¥. Ces derniéres sont données par :
A 4
r=—(§) xrampee

Cette équation représente une famille de droites avec une pente de (V/U), comme on peut le

constater sur la figure ci-dessous.

Y1 O =cre

Sy e
G, ved=Uis

T T ou= E-:r : : : m(r.*:) = 'i'"r_-

Ty T Avecu=U, etw=20
RN R
R S

Exercice 15 :

Un écoulement plan de fluide incompressible peut étre décrit avec la fonction de courant
suivante :

V= Axy Ou, A estune constante.
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Déterminer :
a) les composantes de vitesse de I’écoulement ;
b) représenter les lignes de courant de I’écoulement.

Solution :
a) Les composantes de vitesse de I’écoulement sont :

_6_<D=6(Axy)=Ay v=6_<D=6(Axy)=Ax

T ax dx oy oy
b) L’équation de ligne de courant est donnée par :

@v_v

dx
Alors,

dy _ Ax _ X —
oy, ydy = xdx

Par intégration, on aura :

y? —x2=c¢ Ou,c:est une constante d’intégration

y2=x*+c - y=Vxl+c

Pour, c =0, 0onaura : y = x la ligne de courant est donc la bissectrice.
Yy

45°

Exercice 16 :
Trouver et représenter les lignes de courant et les équipotentielles dans le cas suivant :
Le potentiel complexe est : f(z)=Vz

Ou : V est une constante réelleet z = x + iy

Solution :
Le potentiel complexe est : f(z) = Vz ou V est une constante réelle et z = x + iy.
Onadonc, f(z) =V (x +iy)

Onade plus f(z) = @+ i ¥ avec @ la fonction potentiel et ¥ la fonction courant.
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Onobtientdonc: @=Vx et ¥=Vy
Les lignes de courant sont données par ¥ = Vy = Cte
Les équipotentielles sont données pour @ = Vx = Cte

Un tel écoulement peut étre représenté comme suit :

yYYy

Yt O =cre
P | | & T w=cle
v : L B ; L ; w(x,z)= Vy
| | | J J i ] 1 :
—> 1T T u=v TT >  Ox)=wx
_.-__'_'—r 1 [ )
! .
T
i
1
I
i

L J

Exercice 17 :
Trouver et tracer les lignes de courant et les équipotentielles dans le cas suivant :
Le potentiel complexe est : f(z) = k.In(z) Avec, K : est une constante réelle.
Solution :
Le potentiel complexe est : f(z) = k.In(z) ou : k est une constante réelle.
En passant aux coordonnées polaires on aura :
z=x+iy=re’
Dol : f(z) = k.In(z) = k.In(x + iy) = k.In(re®®)
f(z) =k.Inr + kio
Et comme: f(z) = @+ i¥ Avec: @ la fonction potentiel et ¥ la fonction courant.
On obtient donc :
d(r,0) = k.Inr
W r,0) =k.0
Les lignes de courant sont données pour ¥ = k. 8 = Cte et les équipotentielles sont données
pour @ = k. Inr = Cte , leurs représentations est donnée dans la figure suivante :
ya o O=cre

W =cte
& g
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Chapitre 2

Théorie de la couche limite

2.1 Introduction
Le concept de couche limite a été introduit pour la premiére fois par un ingénieur allemand,
Prandtl, en 1904. Selon la théorie de Prandtl, lorsqu'un fluide réel s’écoule sur une paroi solide
fixe, I’écoulement est divisé en deux régions.

i) Une couche mince au voisinage de la paroi solide ou les forces visqueuses et la rotation
ne peuvent étre négligées.

ii) Une région externe ou les forces visqueuses sont tres petites et peuvent étre négligées.
Le comportement de I’écoulement est similaire a I'écoulement libre en amont.
2.2 Définitions et caractéristiques de la couche limite
L'écoulement d'un fluide visqueux sur une paroi solide représente une région dans laquelle la
vitesse augmente de zéro a la paroi et s'approche de la vitesse de I’écoulement libre. Cette région
s'appelle la couche limite.
La figure 2.1 montre le développement d'une couche limite sur un cété d'une longue plaque plane
paralléle au sens de I'écoulement.
Le gradient de vitesse provoque une contrainte de cisaillement importante au niveau de la paroi

7o (OU 7w). Comme le montre la figure 2.1 :

To= U (Z—;)yzo (2.1)

Le gradient de vitesse dans la couche limite turbulente est plus grand que celui dans la couche

limite laminaire.
, . , LN L. , d .
* Une région d’entrée ou la couche limite se développe et ﬁ #+ Cte , la pression est constante,

* Une région ou I’écoulement est complétement établi ou :
» Lacouche limite remplit toute la zone d'écoulement.
» Les profils de vitesse, le gradient de pression, et la contrainte de cisaillement sont
constants ; c'est-a-dire qu'ils ne sont pas en fonction de (x),
e L’écoulement est soit laminaire, soit turbulent sur toute la longueur de I’écoulement,
c'est-a-dire que la phase de transition n’est pas prise en compte.
Cependant, les caractéristiques de la couche limite d'écoulement visqueux pour les écoulements

externes sont comme indiqué ci-dessous pour I’écoulement sur une plaque plane :
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Considérons un écoulement sur une plaque plane, comme illustré a la figure 2.1.

#=Umx
* e Couche limite lamingie — s E:y'“.'?'m' ..... e Couche fimite rbulente —— )
. RF AT |
— Région découfement fibre, 13 =0
e
. Us TN~ [
: D) & ek LA
L - ” —_ L I. )
. AT A e Sous-couche
¥ " wisqueise
|_ " Epalsseur i!ﬂ! ia couche limite, §
H R-sgmndecamﬂmsrfdﬂ
Couctie lmita

Figure 2.1 Schéma d’écoulement de couche limite sur une plaque plane

L’écoulement sur la plaque peut étre divisé en deux domaines.
i) 0 <y < & écoulement de couche limite dans laquelle I'effet de force visqueuse est important.
En raison de la condition de non-glissement a la paroi, la premiére couche de fluide subit un
retardement. Cette couche retardée provoque un retard supplémentaire pour la couche adjacente,
développant ainsi une région mince dans laquelle la vitesse d'écoulement augmente de zéro a la
paroi solide et se rapproche de la vitesse de I’écoulement libre.

Voo

. Sk W S et -

.’f'_?__:__}_.h-_-::______ - _______________._T;?(.-. A
II__ Plaque plane |
X

Figure 2.2 Rotation des particules fluides dans la zone de couche limite

En raison de la présence d'un gradient de vitesse a I'intérieur de la région de la couche limite, les
particules fluides au sommet commencent a se déformer, lesquelles ont une vitesse supérieure a
celle se trouvant en bas. Cette force provoque la rotation de la particule fluide lorsqu'elle pénetre
dans la région de la couche limite (voir la figure 2.2). Par conséquent, cette couche de fluide est
appelée également écoulement rotationnel.

ii) y > & : Zone d'écoulement externe a la couche limite ou la force visqueuse est trés faible et
peut étre négligée. Il n'y a pas de gradient de vitesse dans cette zone et la particule fluide ne fait
pas de rotation lorsqu'elle entrera dans la région extérieure a la couche limite. Par conséquent,
I’écoulement est également appelé écoulement irrotationnel.

Comme le montre la figure, les conditions de la couche limite sont que le fluide adhere a la paroi
solide.
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u=v=0 a y=0 (2.1)

Et a I'extérieur de la couche limite, la vitesse du fluide est égale a la vitesse de I’écoulement libre,
c'est-a-dire :
U=U, a y=9 (2.2)

La condition a la limite suivante est également valable pour I’écoulement de couche limite,

g—; =0 Lorsquey=>¢ (2.3)

Ceci indique que la distribution de la vitesse est uniforme dans la direction y a I'extérieur de la

zone de couche limite.

2.2.1 Epaisseur de couche limite
On distingue trois types d’épaisseur de couche limite, a savoir :
v Epaisseur conventionnelle de la couche limite, &
v Epaisseur de déplacement de la couche limite, d*
v Epaisseur du moment de la couche limite, 6
2.2.2 Epaisseur conventionnelle de couche limite, &
L'épaisseur de la couche limite est définie comme la distance verticale entre la paroi solide et le
point ou la vitesse de I'écoulement atteint 99% (u=0.99 U.. ) de la vitesse de I’écoulement libre
(Fig.2.3).

Ueo

— e

u=Um

I
i
EEEEE——

u (y)
p—i

u=1{0

Figure 2.3 Epaisseur conventionnelle de la couche limite

2.2.3 Epaisseur de déplacement de la couche limite, 6*

L’épaisseur de déplacement représente la distance verticale dans laquelle la paroi solide doit étre
déplacée vers le haut de sorte que le fluide réel ait le méme débit massique que le fluide idéal.
Considérons deux types d'écoulement de fluide sur une plaque plane horizontale fixe avec une

vitesse d’écoulement U.,, comme illustré a la figure 2.4.
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UW .- Um U.m LUm
_/l"’ri‘};-
_ 5 &)
| . | b
Plague plane Plague plane
(@) (b)

Figure 2.4 Ecoulement sur une plaque plane (a) pour un fluide parfait (b) pour un fluide réel.

En l'absence de viscosité dans le cas d'un fluide parfait (Figure 2.4 (a)), un profil de vitesse
uniforme est développé au-dessus de la paroi solide. Cependant, dans le cas de fluide visqueux
(fluide réel) et pas de glissement sur la paroi, un gradient de vitesse est développé dans la région
de la couche limite, comme le montre la figure 2.4 (b).

Le déficit de vitesse a travers la bande d’élément de section transversale b-b (Fig. 2.5) est (U.-
u). Cependant, le déficit en débit massique est obtenu comme suit :

(Usw — u)bdy (2.4)

Avec, b est la largeur de la plaque.

Le déficit en masse totale due a la présence de viscosité par rapport au cas du fluide parfait.
)
Jy pPWUs —w)bdy (2.5)

Cependant, si nous déplacons la plague d'une distance &~ vers le haut dans la section a-a (Fig.

2.5) pour donner une réduction de masse de pU.bé", le déficit de débits dans les deux cas sera

identique si,
I2 p(Us, — w)bdy = pUbs° (2.6)
Et,
« _ (O
5= (1 —i) dy (2.7)

Avec, &* est I'épaisseur de déplacement de la couche limite.
L’épaisseur de déplacement représente la distance verticale dans laquelle la paroi solide doit étre
déplacée vers le haut de sorte que le fluide parfait ait le méme débit massique que le fluide réel.
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p=0
ﬂl u= U b
’f Um / ’f 'er
(dEfictt en masse) ’ Egales I—— | 120
Gm=pUdy - SHITREES | | u = uly) 5
N NS e Trwne
. ‘—- L“ - J-D
& -:’ |~ " {déficit en masseg)
1 a b

Figure 2.5 Epaisseur de déplacement de couche limite

2.2.4 Epaisseur de quantité de mouvement de la couche limite, 6
Une autre épaisseur de la couche limite, il s’agit de I'épaisseur de quantité de mouvement, elle

serve a prédire la force de trainée sur la surface de l'objet (Fig.2.6).

Déficit en gt de povt

Déplacement
fective de la

= [ wp(U,—u)dy

S=il

f ¥ ¥ ¥ 5

Déficit en git. de

A\

Figure 2.6 Epaisseur de déplacement de quantité de mouvement de couche limite

En référence a la figure 2.6, le déficit de vitesse a travers la bande d’élément de section b-b
contribue au déficit de flux de quantité de mouvement comme suit :

pu(U, — u)bdy (2.8)
Ainsi, le déficit total de la quantité de mouvement

)
fo pu(Uoo - u)bdy (29)

Cependant, si nous déplacons la plaque d’une distance 6 vers le haut a la section a-a pour donner
un déficit de quantité de mouvement de pU.2b0, le déficit de quantité de mouvement dans les

deux cas sera identique si,
[? p(Us, — w)bdy = pUZbO (2.10)

Et,
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o=y =(1-2)dy (2.11)

T 0 Uy Uco

Ici, 0 est I'épaisseur de déplacement de la couche limite.

L'épaisseur de quantité de mouvement représente la distance verticale a laquelle la paroi solide
doit étre déplacée vers le haut, de sorte que le fluide parfait ait la méme quantité de mouvement
que le fluide réel.

Les trois différentes épaisseurs de la couche limite sont représentées et comparées dans la figure

2.7 suivante.
Ve | U Us
Voo 0.99 Usa Uss
——,
e L_, en débit en q? de | U
___________ massique |8 —= mouvement___ | ______|_
& s mmm———————— =)
0
(a) épaisseur de (B) épaisseur (c) épaisseur de gt.
déplacement, 5* conventionnelle, § de mvt., B

Figure 2.7 Epaisseurs de couche limite

2.3 Equations de la couche limite
Tout d’abord, on résume les principales hypothéses que nous nous sommes déja fixées sur

I’écoulement considéré.
- écoulement laminaire, permanent, bidimensionnel dans le plan (Oxy).
- fluide incompressible (p = Cte)

L’écoulement est donc décrit par les équations de Navier-Stokes ainsi que I’équation de
continuité, comme suit :

Suivant x,

du ou ou ou 10p (aZu 0%u azu)

U+ v E =ty (2 1 2.

dt u 0x v dy w 0z p 0x dx2  0dy2 0z2 ( 12)
Suivanty,

dv ov ov ov 10 0%v  0%*v 0%

ZruZ+vZepwZ=_2 (—+—+—) (2.13)
dt 0x dy 0z p oy dx2  9y%? 09z2

Suivant z,

dw ow ow ow 10 2w 9%w . 9w
—+u—+v—+w—=———p+ (—+—+—) (2.14)
dt 0x ay 0z p 0z dx2 dy? 0z2
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Sous forme vectorielle, elles peuvent étre réécrites sous la forme :

pg —Vp +uv¥=p=2
L’équation de continuité est :

ap ap % () =
-, o (ow) + P (pv) +-(pw) =0

(2.15)

(2.16)

Compte tenu des hypothéses fixées ci-dessus, pour I’écoulement dans la couche limite. Par

conséquent, les équations de Navier-Stokes et celle de continuité de I'écoulement du fluide sont

réduites a :
ou ou 10 0%u
u—+v—= ———p+]/—
0x dy p 0x dy?
ox dy

(2.19)

Le systéeme d’équations 2. 19 s’appelle les équations de couche limite ou (équations de

Prandtl), elles sont valables seulement dans le domaine de couche limite.

2.3.1 Solution de Blasius de la couche limite sur une plagque plane

En général, la résolution des équations aux dérivées partielles non linéaires telles que les

équations de couche limite, Egs. 2.19 est extrémement difficile a obtenir. Cependant, en 1908 et

en appliquant une transformation intelligente des coordonnées et un changement de variables,

Blasius, un étudiant de Prandtl, proposa des équations simplifiées pour I’écoulement dans la

couche limite en supposant que :

v<<u

d d
ox <« dy

Par conséquent, les équations d'écoulement de fluide sont réduites a :

2
ou ou_ _1op 0

uax vay - p Ox Vayz
De I’équation de Bernoulli, on sait que :

1p_ _y 3l

pax_ ® ax

Ensuite, I'équation dans la couche limite devient

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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(2.24)

Pour I'écoulement spécifique sur une plaque plane, on peut supposer une vitesse horizontale

. ou . .
uniforme et donc a—: =0, il vient alors,

ua_zwa_u:y@ (2.25)

Ici, nous introduisons I'équation de la fonction de courant comme suit :
=% - _%
u=2y= -2 (2.26)

En substituant u et v dans I’équation précédente, donne :

e sty oy e
y oxoy x dy?

1/2
Blasius a ensuite introduit la variable adimensionnelle n =y (7") et la fonction de courant

1
Y = (yxUy,)zf (n), ou f () est une fonction inconnue.

En utilisant les lois de dérivation, on obtient :

X = (V”w) [f =nf] (2.28)
"y, (2.29)
aa;;py _ i Unnf" (2.30)
2y _y, (%,) o (2.31)
33715 _ z% g (2.32)

En substituant tous les termes de dérivation dans Eq. (1.19), on aboutit & :

[ = (2:33)

Les conditions aux limites de la couche limite décrit précédemment peuvent étre exprimées

comme suit :
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- af(O) _ . Of
f(0)=0; rral 0; a7 1 Lorsquen — o

La solution de Blasius est tabulée comme suit,

Tableau 2.1 Solution de Blasius

1/2 u ’
n=y()" [ F@=g | !
yx *®

0 0 3.6 | 0.9233
0.4 0.1328 4.0 | 0.9555
0.8 0.2647 4.4 | 0.9759
1.2 0.3938 4.8 | 0.9878
1.6 0.5168 5.0 | 0.9916
2.0 0.6298 5.2 | 0.9943
2.4 0.7290 5.6 | 0.9975
2.8 0.8115 6.0 | 0.9990
3.2 0.8767 o | 1.0000

De la solution, ontrouve que, Ui = 0.99, lorsque # = 5, donc, a partir des variables de similitude,

1

_ Uso \2
5= (y—x) (2.34)
ol
5= Res—", Avec, Re, = % (2.35)

X

En utilisant certaines manipulations mathématiques, I’épaisseur de déplacement ainsi que celle

de quantité de mouvement peuvent étre exprimés comme suit :

5" = 1;# (2.36)
ex

Et,

0= (;6& (2.37)
ex

La contrainte de cisaillement & la paroi est ensuite déterminée en prenant, g—;| , on trouve :

y=0
3
Ty = 0.332U5\% (2.38)

2.3.2 Equation intégrale de Von-Karman

L'un des principaux inconvenients de la solution de Blasius est sa limite & I’écoulement laminaire
de couche limite sur une plaque plane uniquement. En réalité, la plupart des écoulements sont
turbulents. Par conséquent, la demande de remplacer la solution de Blasius par une autre
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permettant de prédire I’écoulement turbulent de la couche limite a conduit a un grand travail
effectué par Von-Karman en 1921. Von-Karman a formulé une équation générale a partir de la
théorie de la conservation de quantité de mouvement qui permet de prédire les écoulements de
la couche limite de la région laminaire jusqu’aux régions turbulentes. Son équation contribue a
la prédiction de la trainée causée par des forces de cisaillement sur un corps.

Pour voir I’énoncé, considérons un écoulement uniforme sur une plaque plane et le volume de

contrble fixe, comme illustré a la figure 2.8.

Ua U

Ia—-—-.- -
I
|

Ssssssss=
-
%
%

i

<

Plaque plane

Figure 2.8 Volume de contréle pour la dérivation de I'équation intégrale de Von-Karman

Nous appliquons la composante horizontale de I'équation de quantité de mouvement. Il donne :

YE=pf, uV.ndA+p [, uV.ndA (2.39)
ou,

YE=p/, Un(=Us)dA+p [, u2dA (2.40)
S . = —pUbh + pb [ uedy (2.41)

Comme il n'y a pas d'écoulement transversal dans la ligne de courant, le débit massique doit
étre égal aux sections (1) et (2).

Uwbh = [ ubdy (2.42)

Qui peut étre réécrite comme :

pUZbh = pb [ Uy udy (2.43)

Par substitution dans I’équation (2.41), on aura :

S, = —pb f Uudy + pb [, uzdy (2.44)
Donc,

s
Y F = —pb [, u(Us —u)dy (2.45)
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Nous pouvons voir que I’ég. (2.45) peut étre réécrite en termes d'épaisseur de quantité de
mouvement comme sulit :
Y E, = —pbU%20 (2.46)

Cependant, nous savons que la variation de quantité de mouvement contribue au développement

de la force de trainée sur la paroi solide telle que :

Z Fx =-D=- surface TWdA =-b J.surface dex (2'47)
Ceci donne :
bf . face Twdx = pbU20 (2.48)

Dérivons les deux membres, on obtient :

= 230
bt,, = pbU ™ (2.49)
Maintenant, nous avons obtenu I’équation intégrale de Von-Karman (Eq. 2.50) pour
I’écoulement de la couche limite sur une plaque plane.

Ty = pUZ% (2.50)

B

U, - / .

LI B

T

- —--| -
A dx

Figure 1.6 Contrainte de cisaillement a la paroi
En se référant a la Figure 1.6, la force de trainée sur la surface solide peut étre déterminée en
considérant la force de trainée sur la petite zone dA comme :
dFp = t,,bdx (2.51)

Ensuite, la force de trainée totale sur une face de la plaque de longueur L.

Fp = [ dFp = [ t,bdx (2.52)

Il est pratique d’utiliser le coefficient de frottement local cr et le coefficient de frottement total
(de trainée) cp qui sont :

— Tw
Cr—1
f EpUz

(2.53)

Et,
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Ou, A : est la surface totale de la plaque plane (pour ce cas, A=bl)

(2.54)

Respectivement, la solution de Blasius pour ces deux coefficients est :

_ 0.664

Re?
cp = 22 (2.56)
Re}
Ou, Re = Ut
Y

Ensuite, nous démontrons la dérivation des équations d'épaisseur de couche limite, d'épaisseur
de déplacement de couche limite, d'épaisseur d'impulsion de couche limite, de coefficient de
frottement local et de coefficient de trainée en fonction de différentes distributions de vitesse en
utilisant I'équation intégrale de quantité de mouvement de VVon-Karman;

i) Distribution linéaire de la vitesse

ii) Distribution polynéme du second ordre de la vitesse

iii) Distribution polyndme du troisiéme ordre de la vitesse

iv) Distribution sin-cos de la vitesse

2.3.2.1 Profil de vitesse linéaire, % = %

1, = pU2 2 (2.57)
w = pU?— .

Et,

Ty = ua—u (2.58)

ay y:O

A partir de, yg—ﬂ = % , il vient donc :
y=0

246 _ U
pU il s (2.59)
D'apres le calcul précédent, nous savons que : 6 = g, alors,
putds _ U
6 ax H3s (2.60)
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Ou par séparation de variable, il vient :
5ds =L ax

pU
Par intégration, on obtient :

& _su

=—x+C
2 pU

A x=0, 6=0 et par conséquent C=0

& _su

2 pU
12

62 =—=Ey
pU

Multipliant par x et divisant par x,

52 = 12yxx _12x? _ 12x?
Ux % Rey

Donc, on aura ce qui suit :

3.464x
Rey

=

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

L’épaisseur de déplacement de la couche limite et I'épaisseur de quantité de mouvement sont

calculés comme suit :

5 = 8 _ 1732x
2 Rey
) 0.5773x
0 =-=
6 Rey

La contrainte de cisaillement a la paroi est ensuite calculée comme suit :

7, = u3 = 028874 [Re,

Le coefficient de frottement local c; est calculé comme suit :

ot 0.2887“}(—”JRex _ y
o= = = 057741 [Re,

1 .52 1 2
2PU PU

_0.5774

F = ke,

Le coefficient de frottement total de la paroi est calculé comme suit :

Fp

Cp —1——
b %pUZA

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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Avec,
L L U L 1
Fp = [, twhdx = [ 0.2887%,/Rex bdx = | O.2887uU\gx2bdx (2.73)
1 L
Fy=b (0.2887uU \g) [1"7] = b(0.5774uU./Re;) (2.74)
0
Donc,
_ b(0.5774pU/Re) _ v _ JReL
cp =M = 11548 r JRe, = 115484 (2.75)
11548

2
. . - u y Yy
2.3.2.2 Profil de vitesse parabolique, 5= (E) +2 (E)

Le tableau 1.3 résume les principaux résultats de la couche limite laminaire sur une plaque plane
avec différents profils de vitesse.

Tableau 1.3 Les principaux résultats de la couche limite laminaire sur une plaque plane avec
différents profils de vitesse.

Profils de vitesse o) Ct Cp
Solution de Blasius 5x 0.664 | 1328
ReX? | Rel* | Re?
Profil linéaire 3.46x 0.58 1.15
u_y Re;/2 Re;/2 ReLll2
Uu é
Profil parabolique 5.48x 0.730 1.46
u _ (X)Z vy (X) Re;/2 Re;/2 ReLll2
U () ()
Profil cubique 4.64x 0647 | 1.292
u 3,y 1 ,y,\3 Re;/2 Re;/2 ReLll2
7-23)"2)
Profil Sin-Cos 4795x | 0655 | 1312
u oy Re;/2 Re;/2 ReLll2
p = Sin (5 E)
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2.4. Transition vers la turbulence

Les résultats analytiques donnés dans le tableau 9.2 sont limités aux écoulements de la couche
limite laminaire le long d'une plaque plane avec un gradient de pression nul. 1ls sont en trés bon
accord avec les résultats expérimentaux jusqu’au point ou I’écoulement de la couche limite
devient turbulent, qui se produira pour toute vitesse d’écoulement libre et tout fluide pourvu que
la plaque soit assez longue. Cela est vrai car le parametre qui régit la transition vers un

écoulement turbulent est le nombre de Reynolds - dans ce cas, le nombre de Reynolds est basé

UsoX

sur la distance depuis le bord d'attaque de la plaque, Re = -

La valeur du nombre de Reynolds au point de transition est une fonction assez complexe de divers
paramétres impliqués, notamment la rugosité de la surface, la courbure de la surface, (par
exemple une plaque plane ou une sphére), et des perturbations de la surface en dehors de la
couche limite. Sur une plaque plane avec un bord d'attaque tranchant et dans un écoulement d‘air
typique, la transition a lieu a une distance x du bord d'attaque donnée par : Re = 5.10°.

La transition réelle entre un écoulement laminaire et un écoulement turbulent dans la couche
limite peut se produire sur une région de la plaque, et non a un emplacement spécifique en
particulier. Cela se produit, en partie, a cause de I'inégalité de la transition. En régle générale, la
transition commence a des emplacements aléatoires de la plaque au voisinage de Rex = Rexcr. Ces
signes se développent rapidement lorsqu'ils sont transportés en aval jusqu'a ce que toute la largeur
de la plaque soit recouverte d'un écoulement turbulent.

Le processus complexe de transition d'un écoulement laminaire a un écoulement turbulent
implique l'instabilité du champ d'écoulement. Les petites perturbations imposées a I’écoulement
de couche limite, (a cause de vibrations de la plaque, d'une rugosité de la surface ou d'une
"ondulation" dans I’écoulement sur la plaque) vont soient, accroitront 1’instabilité ou décroitrons
I’instabilité, selon I'endroit ou la perturbation est introduit dans I’écoulement. Si ces perturbations
se produisent a un endroit ou Rex < Rexr elles disparaitront, la couche limite redeviendra
laminaire. Les perturbations imposées a un endroit Rex > Rexcr augmenteront et transformeront

I’écoulement de la couche limite en aval de cet endroit en turbulence.

2.5 La couche limite turbulente sur une plaque plane (sans gradient de pression)

Pour analyser la couche limite turbulente, nous sommes obligés d’utiliser I’approche d’intégral
de quantité de mouvement couplée avec les données de I’expérience du moment qu’il n'y a pas
de solution exacte connue. Pour I’approximation du profil de vitesse dans le cas de I’écoulement

turbulent, on rappelle la loi de la paroi.
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Nous allons maintenant déterminer ¢, cs et co pour la région de la couche limite turbulente.

' \ ;s 76 . .
D'apres le calcul précédent, nous savons que, 6 = o donc, on aura ce qui suit :

§ =27 (2.77)

Rey

L’épaisseur de déplacement de la couche limite est donnée par :

5 =2 = boar (2.78)

8 Re,

L'épaisseur de quantité de mouvement est calculée comme suit :

9 = E — 0.036x (279)

72 Re ;/5

La contrainte de cisaillement a la paroi est ensuite calculée comme suit :

__0.0289pU2
w= "5 (2.80)
Rey

Le coefficient de frottement local c; est calculé comme suit :

1/4
1
0.0289pU2<m>

— Tw __ €y
Cr = %puz = %puz (2.81)
0.579
¢ = L (2.82)

X

Le coefficient de frottement total de la paroi est calculé comme suit :

cp = 2 (2.83)

1 52
2pUA

Avec,

1

Fp = [} t,bdx fLOO;Sf,’;UZbdx— [, 0.0289pU7 (L)’ bdx

1

= [;'0.0289pU2b (E)Sx s dx (2.84)

Fp = 0.0289pU2b (£ L ’Sl (2.85)
1/5

Fp =0036pU2b (L) 145 (2.86)
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Donc,

_0.036pU?b (%)ML‘”S

Z ETE (2.87)
15 /5
cp =0072(%) " =z =0072 (ﬁ) (2.88)
Y
cp = 22 (2.89)

Re;

En résumé, les expressions déterminées pour J, ¢t et cp pour le profil de vitesse,

1/7
—= (%) dans la région turbulente de la couche limite est présentée dans le tableau 1.4.

Tableau 1.4 Les résultats de la couche limite turbulente sur une plaque plane

Profils de vitesse

o

Ct

Cp

Profil turbulent

1/7
;-6

0.372x

0.058

0.072

1/5
Re,

1/5
Re,

1/5
ReL

O @ B33

67



Chapitre 2 Théorie de la couche limite

Exercices Corrigés

Exercice 01 :
1. Si la distribution des vitesses dans la couche limite laminaire sur une plaque plate est supposée

étre donnée par le polyndme de premier ordre u = a + by, ou a et b sont constants, déterminer
a) Le rapport entre I'épaisseur de déplacement et I'épaisseur de la couche limite
b) Le rapport entre I'épaisseur du moment et I'épaisseur de la couche limite

Solution :

La distribution de vitesse est : u =a + by
Les conditions aux limites suivantes doivent étre remplies :
i) A:y=0,u=0
Alors,0 =a+b(0) =a
i) A:y=96,u=Us

D’ou : U =hbs
— U
Donc, b = p

Par conséquent, la forme de la distribution de vitesse est :

—Ux

u
)

Ensuite, dérivons I'expression ci-dessus pour obtenir les rapports : g* et%
5= [ (1-7)dy
1y2 g 162 1
o=y =35l =lo-35] =30
Donc,
5

6 2

9—]”(1 ”)d
)\t )Y

On trouve que :
1

0
6 6
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Exercice 02 :
Montrer que, si la distribution de vitesse dans la couche limite laminaire sur une plaque plane est

supposée étre un polynéme de second ordre (u=a+by+cy?), la distribution de vitesse peut étre

exprimée comme suit.

=2G)-()

—
A

.\‘

— o,

v

Fluide

un)

S S S S S S S

Solution :

La distribution parabolique de la vitesse est exprimée par :

u=a-+ by + cy?

Les conditions aux limites de la couche limites suivantes doivent étre satisfaites

i) A:y=0 u=0
0 =a+ b(0) + c(0)? donc, a=0

i) A:y=36 u=U,
Ur=hbo+ c&® *)

i) Aty=s =0
[Z_;]yza =b+2c6§ =0,donc:b=-2cs

Substituant b = - 2c6 dans I’équation (*), on obtient :
Usw = (-2C0)0 + CP = -CH

_ U
AlOfS, c = 5

Donc, b = 2¢8 = 26 (%”)

Donc la distribution de la vitesse est de la forme :
22U, Uy,

LR YT

Donc,
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Exercice 03 :

En supposant que le gradient de vitesse dans la couche limite laminaire sur une plaque plate se
présente sous la forme d'un polynéme de second ordre, calculez :

a) L'épaisseur du déplacement de la couche limite

b) I'épaisseur de la quantité de mouvement de la couche limite

Solution :

L’épaisseur de déplacement de la couche limite est calculée par :

Sl ° y_y? ° y ., ¥

2y2 153’

5 5+15)—15
25 362

3 3

6"=36

1
3

L’épaisseur de quantité de mouvement de la couche limite est calculée par :

®u u (y ¥ y 2
e—jo E(1—E)dy_j0 (25—§> 1—(25—§> dy

1) 2 2 1) 2 3 2 3 4
Yy Y.y RGN G G A
= o — 2=+ = S/ AR S AR, F A -
? L(za 52)(1 %5 52>dy L(za Tl e T 54>dy

_[Zyz 5y2 4yt 1y5]° 2

28 362 463 5540_15

6 = 2 o)
15
Exercice 04 :

Considérons un écoulement sur une plaque plane horizontale (1,25m x 2,5m) avec une vitesse
de 3,0 m/s. Calculer :

a. L’épaisseur de la couche limite au bord a la limite longitudinale de la plaque,

b. La contrainte de cisaillement au milieu de la plaque plane,

c. La force de trainée résultante sur les deux faces de la plaque plane.

On donne : p=850 kg/m?, y=10"° m?/s.
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Solution :

a. Pour calculer I’épaisseur de la couche limite au bord de la plaque, il nous faut savoir de quel

type d’écoulement s’agit-il ? Pour cela, on commence par le calcul du nombre de Reynolds :

UoL _3.0x25

05 - 7.5x10°

Re; =

Du moment que, Re. > 5.10°, donc la couche limite au bord de la plaque est turbulente.
L’équation de Von-Karman donne :

_ 0.372x

x 1/5
Re

X
Au bord de la plaque, x=L, il vient donc :

0.372x2.5
§, = ——2 = 0,06215m = 62.15 mm.
(7.5x105)

b. Calcul de la contrainte de cisaillement au milieu de la plaque plane
Au milieu de la plaque, x = % =125m

Le nombre de Reynolds correspondant est :

L
U 5 3.0x1.25
Re; = = 10-5

En ce point (x = L/2), la couche limite est laminaire et la solution de Blasius donne le coefficient

= 3.75x10°

de frottement local par la relation suivante :

0664 0664

= _ — 0001
v Re;/2 (3.75x105)1/2 0.00108

Par définition, la contrainte de cisaillement est exprimée par :

_ pU& 850x3.02
Tw=C— = O.OOlOST
7, = 4147 —.

c. La force de trainée résultante sur les deux faces de la plaque plane.
1 ~ 7
Fp=cp EpAUfo (La force de trainée sur une seule face de la plaque plane.)

Le coefficient de trainée cp, est donné par :

cp = &17,25 A : x = L sur toute la plaque, la couche limite est turbulente.
Re;
0072 0072

= 0.00481

T R (75x105)175
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La surface A de la plaque est :
A=bxL=125x25=3.125mz2

Donc,

1

F, = 0.00481 (5) 850x3.125x3.0% = 57.494 N

La force résultante sur les faces de la plaque plane est donc,
= 2xF, = 114.988 N.

Fp Résultante

Exercice 05 :

Une plaque plane de 3 m de large et 30 m de long est remorquée parallelement a elle-méme dans
le sens de sa longueur dans I’eau a la vitesse de 6 m/s.

1- Déterminer la force de frottement s’exercant sur I’une des faces de la plaque.

2- Déterminer la force s’exercant sur les 3 premiers metres de la plaque.

3- Déterminer les contraintes de cisaillement correspondantes aux questions 1 et 2.

On donne la viscosité cinématique de I'eau : p = 103 %; y =107 m?/s.

Ve £+
e

Solution :

1°- La force de trainée s’exercant sur une face de la plaque plane.

Tout d’abord, il faut déterminer le type de la couche limite,

Re, = Us,L _ 6x30
% 10-°

La couche limite au bord de la plaque est donc turbulente.

= 180x10%°

1 2
FD - CD EpAUOO

Le coefficient de trainée cp, pour une couche limite turbulente est donné par :

0.072

cp = ;2/5 A : x = L sur toute la plaque, la couche limite est turbulente.
_ 0072 _ 0.072

La surface A de la plaque est :
A=bxL=3.0x30.0=90.0m2
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Donc,
Fp = 00016 (1) 1000x90.0x6.0? = 2592 N = 2.592 kN.

2°- La force de frottement s’exercant sur les 3 premiers métres de la plaque

Reyoyy = 22X =080 ar10%s
x=3m % 10-6
A x =3 m, la couche limite reste toujours turbulente, d’ou :
0.072 0.072
Cplx=am = Rel”S = (ax10+6)7s = 000254
Fylyesm = Cp % pAUZ = 0.00254 (%) 1000x9.0x6.0% = 411.48 N

3°- Les contraintes de cisaillement correspondantes aux questions 1 et 2

Ona:

Tw = CfEPUozo

Pour, x = 3m et x = L, la couche limite est toujours turbulente et cr est donné par :

Pour, x=1L":

00592 00592

= = = 0.001
Cr Rez/s (180x10+6)0-2 0.0013

D’ou,
1 5 N
Ty = Cf EpU‘X’ = 0.0013*0.5%* 1000 *6.0- =234 -

Pour, x = 3m, la couche limite est laminaire et cr est donné par :

00592 00592
Cr = Re;/z - (18x10+6)0.2

= 0.0020

D’ou,

1 5 N
Ty = Cf EpU‘X’ = 0.002 * 0.5 * 1000 * 6.0 = 36,0 -
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Exercice 06 :

Une plaque plane de longueur 3 m et de largeur 1 m se déplace dans I’eau & 20 °C (=107 Pa.s,

p =10% kg/m®) & une vitesse de 1,25 m/s parallelé a sa longueur (voir Figure). On admet que le

nombre de Reynolds critique pour la transition laminaire/turbulente soit Re=5.10°.

U=15m/s /
— )

"

i

- L

1°/ Localiser le point (xcr) de transition entre écoulement laminaire et écoulement turbulent.

2°/ Evaluer I’épaisseur ¢ de la couche limite en ce point.

3°/ Calculer le nombre de Reynolds rapporté a toute la longueur de la plaque.
4°/ Calculer la force de frottement sur une face de la plaque.

5°/ Calculer ensuite la force de frottement totale sur la plaque

Solution :

1°- Le point x. de transition de I’écoulement correspond a :

Uyx
Re, = = = Re,, = 5x10°
14
Ce qui donne :

_Reqy _ 5x105x10°°

= -1 =
U 195 4x10 04m

xCT

2°- L’épaisseur ¢ de la couche limite en le point Xcr

5= e 5%04 a8
- Recrllz - (5x105)1/2 - m
8 = 2.828 mm.

3°- Le nombre de Reynolds rapporté a toute la longueur de la plaque

UL 3.0x1.25
Re, = == =—=
Y 10

= 3.75x10°.

4°- La force de frottement sur une face de la plaque

Fp=cp %pAUEO (La force de trainée sur une seule face de la plaque plane.)

Le coefficient de trainée, cj, est donné par :

0.072 A ..
cp =—57= A :x=Lsurtoute la plaque, la couche limite est turbulente.
Re;
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0072 0072

= — 0008487
CD Re'®  (3.75x106)1/5 0.00348

La surface A de la plaque est :
A=bxL=1.0x3.0=3.0m2
Donc,

1
2
5°- La force de frottement totale sur les deux faces de la plaque

F, = 0.003584< )1000x3.0x1.252 — 84N

Fp, e = Frx2=168N
Exercice 07 :

L’eau s’écoule sur une plaque plane a bord vif avec une longueur L = 2.55 m, 1 m de large, avec
une vitesse débitante de U= 2 m/s. On donne pour I’eau : p=1000 kg/m3, v=1,02.10° m2/s.
Trouver :

1° Quel est le type de la couche limite a la limite de la plaque ? Déterminer son épaisseur

2° Pour quelle distance xcr du bord d’attaque, la couche limite reste laminaire ? Quelle est donc
son épaisseur en ce point ?

3° Considérant que I’écoulement est turbulent sur toute la plaque, évaluer le coefficient de de la
force de trainée cp puis déduire la force de frottement Fo.

4° Calculer les tensions de frottement.

Solution :

1°- Le type de la couche limite

Pour savoir de quel type s’agit-il, il faut calculer le nombre de Reynolds de I’écoulement a la
limite de la plaque,

UsoL __ 2x2.55
y 1.02x107°

Re;, = = 5x10%% Il s’agit de couche limite turbulente.

Il s’ensuit que, son épaisseur peut étre évaluée par :

5= 0.37xL _ 0.37x2.55
- ReL1/5 - (5x10+6)0.2

=0.043m =43.0 mm.

2°- Le point x; de transition de I’écoulement correspond a :

Uyx
Re, = = = Re,, = 5x10°
14
Ce qui donne :
Re.,y 5x10°x1.02x107°
Xop = _ = 0.255m

Us 20
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2°- L’épaisseur 6 de la couche limite en le point X

5= e 5%04 a8
- Recrllz ~ (5x10%)V2 m
8 = 2.828 mm.

3°- Le coefficient de la force de trainée

L’écoulement est supposé turbulent sur toute la plaque, alors :
0072 0072

Cn = =
? " RelS  5x106°2

= 0.0033

Par conséquent, la force de trainée Fp vaut :

1
Fp=c¢p EpAUEO = 0.0033%0.5* 1000 %255 %1.0 202 =16.83 N

76



Chapitre 03 Analyse dimensionnelle et similitude

Chapitre 03

Analyse dimensionnelle et similitude

3.1. Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle a pour r6le de souligner I'importance des unités en sciences physiques
qui donnent un arrangement précis a toutes les formules littérales. Elle fournit des méthodes
pour choisir les grandeurs appropriées et leur bonne présentation. L'analyse dimensionnelle est
un outil théorique servant a interpréter les probléemes a partir des dimensions des grandeurs
physiques mises en jeu. Lors de l'établissement d'une expression, I'analyse dimensionnelle
permet de vérifier son homogénéité et la corriger le cas échéant, sachant qu'une expression non
homogéne ne peut étre que fausse. C'est une technique tres utile dans tous les domaines
expérimentaux de l'ingénierie. S'il est possible d'identifier les grandeurs impliquées dans un
phénoméne physique, I'analyse dimensionnelle peut fournir une équation (une loi) reliant toutes

les grandeurs physiques impliquées les unes aux autres, c’est ce qu’on appelle la modélisation.

3.2. Dimensions, unités et systeme international

Les grandeurs physiques qui décrivent un phénomene physique sont caractérisées par leurs
dimensions. Une grandeur peut avoir la dimension d’une longueur, d’une énergie, d’une masse,
d’une vitesse, etc...La notion de dimension est trés générale et ne suppose aucun choix
particulier d’unité. Le systeme international noté SI ou MKSA pour Metre Kilogramme
Seconde Ampeére, compte sept unités de base (voir Table 3.1) censées quantifier des grandeurs
physiques indépendantes. Chaque unité a un symbole.
La dimension est la grandeur physique associée a une grandeur physique indépendamment de
I’unité utilisée pour la mesure de la grandeur. Ainsi :

- la dimension, longueur sera notée (L) et son unité (m) ;

- la dimension, masse sera notée (M) et son unité (kg) ;

- la dimension, temps sera notée (T) et son unité (s).
On dit que deux grandeurs physiques sont homogenes si elles ont la méme dimension. 11 ne faut
pas confondre dimension et unité. En effet, une grandeur physique a une et une seule dimension,

en revanche elle peut étre exprimée dans plusieurs systemes d’unités différentes.
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Table 3.1 Les unités de base du systeme Sl

Grandeur physique | Dimension Unité SI
Longueur L M

Masse M Kg

Temps T S

Courant électrique I A

Température 0 K

Quantité de matiere N mol

Intensité lumineuse J La candela (cd)

3.3. Les dimensions de référence

Il est important de savoir combien de dimensions de référence sont nécessaires pour décrire les
variables. Comme nous l'avons vu dans le 83.2. F, L et T semblent constituer un ensemble
commode de dimensions de base pour la caractérisation de grandeurs mécaniques. Cependant,
il n'y a vraiment rien de "fondamental" & propos de cet ensemble, et comme mentionné
précédemment, M, L et T conviendraient également. En réalité, tout ensemble de quantités
mesurables peut étre utilisé comme dimensions de base a condition que la combinaison
sélectionnée puisse étre utilisée pour décrire toutes les quantités secondaires. Cependant,
I’utilisation de FLT ou MLT comme dimensions de base est la plus simple, et ces dimensions
peuvent étre utilisées pour décrire des phénomenes de mécanique des fluides. Dans la table 3.2
ci-dessous, on présente les dimensions (en MLT et en FLT) et les unités Sl de certaines
grandeurs physiques courantes en mécanique des fluides :

Table 3.2 Les dimensions (en MLT et en FLT) et les unités Sl de certaines grandeurs physiques
courantes en mécanique des fluides

Dimension

Grandeur physique MLT LT Unité SI
Vitesse LT? LT? m/s

Accélération LT? LT? m/s2

Force MLT? MLT? N ou kg.m/s?
Energie/Travail ML?T? ML?T? N.m ot J ot kg.m?2/s2
Puissance ML?T? ML?T2 | W, J/s, N.m/s, kgm?/s®
Pression (contrainte) | ML'T2 | ML'T2 | Pascal, P, N/m?, kg/m/s?
Masse volumique ML3 ML3 kg/m3

Poids spécifique ML?T2 | ML?T2 | N/m?, kg/m?s?
Tension de surface MT2 MT2 N/m, kg/s?

Viscosité dynamique | MLIT1 | MLAT | N.s/m?

Débit volumique LT LT m/s
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3.4. Systémes d'unités

En plus de la description qualitative des différentes grandeurs d'intérét, il est généralement
nécessaire de disposer d'une mesure quantitative d'une grandeur donnée. Par exemple, si nous
mesurons la largeur d’une classe de cours et disons que sa largeur est de 6 unités, I'énoncé n'a
aucun sens jusqu'a ce que l'unité de longueur soit bien définie. Si nous indiquons que l'unité de
longueur est un metre et définissons le métre comme une longueur standard, un systeme d'unités
de longueur est bien établi et une valeur numérique peut étre donnée a la largeur de la classe.
En plus de la longueur, une unité doit étre établie pour chacune des grandeurs de base restantes
(force, masse, température, ...). Plusieurs systemes d'unités sont utilisés, nous considérerons

trois principaux systémes couramment utilisés en ingénierie.

3.4.1. Systéme gravitationnel britannique (BG)

Dans le systéeme BG, l'unité de longueur est le pied (ft), I'unité de temps est la seconde (5s), l'unité
de force est la livre (Ib) et l'unité de température est le degré Fahrenheit (°F) ou l'unité de

température absolue est le degré Rankine (°R), ou :

°R = °F + 459.67 (3.1)

L’unité de masse, appelée slug (geepound), est définie a partir de la deuxiéme loi de Newton
(F = m.d) comme :

11b = (1 slug) (*£) (3.2)
Cette relation indique qu'une force de (1 Ib) agissant sur une masse de (1 slug) donnera a la

masse une accélération de (1 ft/s?).
Le poids, (W) qui est la force due a la gravité, (g) d'une masse, (m), est donné par I'‘équation :

Et en unités BG, ona:

W(lb) = m(slugs)g (f—zt) (3.4)
Etant donné que la gravité standard de la terre est prise comme étant de g = 32.2 ft/s?, il s’ensuit
que la masse d’une balise pése 32.2 Ib sous une gravité standard.

3.4.2. Systéme international (SI)

En 1960, le Systeme international d'unités (SI) a été adopté en tant que norme internationale.
Ce systeme Sl, a été largement adopté et utilisé dans le monde entier. En SI, l'unité de longueur
est le metre (m), l'unité de temps est la seconde (s), I'unité de masse est le kilogramme (kg) et
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l'unité de température est le Kelvin (K). L’échelle de température Kelvin est une échelle absolue
et est liée a I’échelle Celsius (centigrade, °C) a travers la relation :
= °C+ 273,15. (35)

L’unité de force, appelée Newton (N), est définie dans la deuxiéme loi de Newton comme :
1N=(1kg) (1 m/s?) (3.6)

3.4.3. Systéme anglais d'ingénierie (EE)

Dans le systeme EE, les unités de force et de masse sont définies indépendamment ; il faut donc
faire trés attention lorsque ce systéme est utilisé avec la deuxiéme loi de Newton. L'unité de
base de la masse est la livre de masse (Ibm), l'unité de force est la livre (Ib). L'unité de longueur
est le pied (ft), I'unité de temps est la seconde (s), et I'échelle de température absolue est le degré
Rankine (°R). Pour rendre I’équation exprimant la deuxiéme loi de Newton homogéne, nous

I’écrivons comme suit :

_ma
F=" (3.7)

Ou g, est une constante de proportionnalité qui nous permet de définir des unités de force et de
masse. Pour le systeme de BG, seule I’'unité de force a été prescrite et I’'unité de masse définie
de maniere cohérente telle que, g. = 1. De méme, pour l'unité Sl, l'unité de masse a été prescrite
et I'unité de force définie de maniére cohérente telle que, g. = 1. Pour le systeme EE, une force
de 1 Ib est définie comme étant la force qui donne a 1 Ibm une accélération standard de la gravité
qui est prise comme 32.174 ft/s2.

Avec le systeme EE, le poids et la masse sont liés par l'équation :

w =24
Ic
(3.8)

Ou g est l'accélération locale de la gravité. Dans des conditions de gravité standard (g =g.), le

poids en livres et la masse en livres sont numériquement égaux.

3.5. Théoreme de Vachy-Buckingham

L'analyse dimensionnelle des résultats expérimentaux des probléemes de mécanique des fluides
peu connus, conduit a certaines grandeurs adimensionnelles (nombres) souvent appelées, ©t. Sur
la base de la notion d'homogénéité dimensionnelle, ces paramétres sans dimension, peuvent étre
groupés et exprimés sous des formes fonctionnelles. Cette idée a été présentée par Buckingham

(1867-1940) dont le théoréme porte son nom.
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Le théoreme de Vachy et Buckingham, appelé aussi « théoréme 7 », s’énonce comme que :

Soit un probléme physique comportant n grandeurs différentes (variables) (A1, Az, As,..., An),
comme la vitesse, la pression, la viscosité, etc., dont les dimensions fondamentales desquelles
interviennent sont au nombre de m. Il existe une relation qui relie toutes ces quantités entre

elles. On écrit :

(A, A A, A)=0 (3.9)

Si m, m, ms, ..., représentent les nombres adimensionnelles parmi les quantités physiques Ag,
Az, As,..., An, on peut alors exprimer la relation précédente sous la forme d’une équation a (n-
m) nombres sans dimensions par la méthode 7, de la forme :

f(ﬂl,ﬂl,ﬂl,...,ﬂ'n_m)zo (3.10)

ou
m, = f(m, g, )=0 (3.11)

3.6. Les étapes de I’analyse dimensionnelle

Pour réaliser une analyse dimensionnelle, on doit considérer les neuf étapes suivantes :

1. Dresser la liste de toutes les grandeurs physiques (Aj) et leurs dimensions respectives.
Omettre toute grandeur physique dépendante d’une ou d’autres grandeurs.
2. Ecrire la fonction

B(ALALA,LA) (3.12)

3. Choisir les variables répétitives, qui doivent contenir toutes les m dimensions du

0

probléme. Souvent, on retient une variable parce qu’elle détermine I’échelle, une autre,
parce qu’elle determine les conditions cinématiques ; il faut une variable liée a la masse
ou aux forces du systeme.
4. Ecrire les paramétres ©t en fonction des exposants inconnus :
m, =ViDYphu= (5] LV(MJ (ﬂ] =M°L°T®
T L LT (3.13)
S’assurer que toutes les quantités A; sont incluses dans les groupes 7.
5. Ecrire les équations des paramétres © pour les exposants ; on doit obtenir une somme
algébrique nulle pour chaque dimension (homogénéité).
6. Résoudre les équations simultanément.
7. Remplacer les exposants trouvés (xu, yi, Z1,...) dans les expressions de = (formulées en

étape 4) pour obtenir les grandeurs r sans dimension.
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8. Déterminer la fonction :
f(ﬂl,ﬂ'z,ﬂ's,...,ﬂ'n_m)zo (3.14)

S’assurer que tous les paramétres 7 sont indépendants les uns des autres.

9. Mettre les résultats sous la forme de nombres sans dimensions connus (Re, Ma, Fr, etc.).
3.7. La sélection des variables

L'une des étapes les plus importantes et les plus difficiles de Il'application de I'analyse
dimensionnelle a un probléme donné est la sélection des variables impliquées. Comme indiqué
précédemment, nous utiliserons le terme variable pour indiquer toute grandeur mise en jeu, y
que ce soit dimensionnelle ou adimensionnelle.

Il n’existe pas de procédure simple permettant d’identifier facilement les variables. En regle
générale, il faut s’appuyer sur une bonne compréhension du phénomene et des lois physiques
en vigueur. Si des variables étrangeres sont incluses, alors la résolution finale contient trop de
termes en pi et il peut étre difficile, long et colteux de les éliminer expérimentalement. Si des
variables importantes sont omises, un résultat incorrect sera obtenu. Il est donc essentiel de
consacrer suffisamment d’attention a la sélection des variables.

La plupart des problemes d'ingénierie impliquent certaines hypotheses simplificatrices qui ont
une influence sur les variables a prendre en considération. Généralement, nous souhaitons que
le probléme soit aussi simple que possible, peut-&tre méme si une précision est sacrifiée. Un
équilibre approprié entre simplicité et précision est un objectif souhaitable.

Le degré de précision de la solution dépend de l'objectif de I'étude. C’est-a-dire que nous ne
sommes peut-étre préoccupés que par les tendances générales et que, par conséquent, certaines
variables considérées n'ayant qu'une influence mineure sur le probleme peuvent étre négligées
pour des raisons de simplicité.

Pour la plupart des problémes de mécanique des fluides, les variables pertinentes peuvent étre
classées en trois groupes généraux : la géométrie, les propriétés physiques du fluide et les effets
externes.

Géomeétrie : Les caractéristiques géométriques peuvent généralement étre décrites par une série
de longueurs et d'angles. La géométrie du systeme joue un role important et un nombre suffisant
de variables géométriques doit étre inclus pour décrire le systéme. Ces variables peuvent étre
facilement identifiées.

Propriétés physiques : Etant donné que la réponse d'un systéme aux effets externes appliqués

tels que les forces, les pressions et les changements de température dépend de la nature des
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matériaux impliqués dans le systéme, les propriétés physiques des matériaux qui associent les
effets externes et les réponses doivent étre incluses.

Effets externes : Cette terminologie est utilisée pour désigner toute variable qui produit ou tend
a produire un changement dans le systeme. Par exemple, en mécanique des fluides, les variables

de cette classe seraient liées aux pressions, aux vitesses ou a la gravité.
Puisque nous souhaitons limiter le nombre de variables au minimum, il est important que toutes

les variables soient indépendantes.

3.8. Exemple d’analyse dimensionnelle dans la mécanique des fluides

La Fig. 4.1 montre I’écoulement d’un fluide visqueux dans une conduite cylindrique rugueuse.
y A . .

Les pertes de charge par unité de longueur Tpentre les points @ et @ sont fonction des

grandeurs suivantes : D, p, u,U,¢.

En utilisant le théoreme de Vachy-Buckingham, proposer une relation pour présenter les

résultats expérimentaux en fonction des parametres adimensionnels.

P+ P8Z s I

",

? g(rugosité)

Figure 4.1 Les pertes de charge linéaires dans une conduite cylindrique rugueuse
Solution :

1) Inventaire des variables et de leurs dimensions

Variable Symbole Dimension
Perte de charge par unité de longueur Ap/L (Pa/m) | ML-2T-2
Diametre de la conduite D (m) L

Masse volumique du fluide p (kg/m3) ML-3
Viscosité dynamique u (Pa.s) ML-1T-1
Vitesse moyenne de I’écoulement U (m/s) LT-1
Rugosité absolue de surface de la conduite | & (m) L
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2) Formulation de la fonction algébrique : A_Lp = f(D,p,1,U,¢)

3) Détermination du nombre des grandeurs adimensionnels
On a 7 grandeurs avec trois dimensions (MLT). On déduit donc (7 — 3 = 4) paramétres, T,
soient : w1, T2, T3 €t w4

Sion prend U, D et p comme variables qui se répétent (car les trois contiennent les dimensions
fondamentales MLT).

4) Ecriture des paramétres 7 en fonction des exposants inconnus :

Les nombres  qu’on peut former sont les suivants :

n, =U*D"p2Ap=M°LT?®
n,=U%D"p%l =M°L°T®
n,=U*D%p%c =M°L°T®
n,=U%D%p%u=MLT®

5) Ecriture d’équations des paramétres 7 pour les exposants

Les nombres © exprimés en termes de dimensions sont les suivants :

T = AT MS M2 =M°LT?
T L*) (LT

T, = AT MS L=M°LT®
T L

(L LV3M3 L=M°LT?
T L

T, = LY (MY (M =ML°T?
4 T E

6, 7) Résolution des équations et remplacement des exposants (X1, Y1, Z1,...) dans les

expressions de 7z
77:1 — M (z,+1) L(X1+Y1—321—1)T (-x,-2) — M OLO-I-O
Onobtient, z,=-1,y,=0, x,=-2 Donc, 7, = —

poU
m,=M () | (o +Y, =324 (-%) — N OLOT 0
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On obtient, z,=0, y,=-1, x,=0

L
Donc, T, :B

De la méme maniére, on détermine : X,,y,, Z; et X,, Y,, Z,

g
Ty=—

3
D

u

On obtient : et T,

8) L’écriture de la relation finale :

La relation finale est :

Ap (L e 1
pU? D' D Re

ou:

1

" pUD Re

T = f(”217731774)

3.9. Quelques groupes adimensionnels communs en mécanique des fluides

Groupe Nom Interprétation Applications
adimensionnel physique bp
Re = pVli Nombre de Reviolds. Re forces d'inertie Problémes de dynamique des
- u y ' forces visqueuses fluides
Fr = v Nombre de Froude. Fr forces d'inertie Problémes d’écoulement a
/g l ' forces de gravité surface libre
Eu = P Nombre d’Euler. Eu forces de pression Pb. ou les forces de pression
pV2 ' forces d'inertie sont importantes
Cq = pV? Nombre de Cauchv. Ca forces d'inertie Pb. ou la compressibilité du
a= E, Y forces de compressibilité | fluide est importante
V forces d'inertie Pb. ou la compressibilité du
Ma = ; Nombre de Mach, Ma forces de compressibilité | fluide est importante
St = wl Nombre de Strouhal. St forces d'inertie (locale) | Ecoulements transitoires avec
t=+ ' forces d'inertie (convective) | fréquence d’oscillation
vV
_pval Nombre de Weber. We forces d'inertie Ph. Ou la tension de surface est
Eu = o ' forces de tension de surface | importante
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3.10. Similitude et modeéles

Tout probleme de mécanique des fluides est régi par des équations qui sont dans plusieurs cas
difficiles a résoudre. Il devient donc impératif d’avoir recours a I’expérience, que ce soit par
I’utilisation de modeles numériques ou des modeles physiques. 1l est possible alors de faire
converger les différentes approches, mais les essais sur maquettes sont plus intéressants dans
un premier temps, car ils permettent de trouver des solutions, d’acquérir des données ou de
vérifier des calculs. La technique des modeles réduits est basée sur les regles de similitude,
donc sur I’analyse dimensionnelle. Ces régles permettent d’une part de concevoir et d’exploiter

le modéle, mais aussi de transposer les résultats obtenus a la réalité.

3.10.1. Définitions

3.10.1. a) Le prototype

Le prototype est le modéle en grandeur reelle (Fig.3.1).

3.10.1. b) La maquette

La maquette est un modele réduit (parfois plus grand) du prototype (Fig.3.1). Elle est beaucoup
moins colteuse que le prototype. Elle se préte a une étude plus facile et a des modifications

moins onéreuses.

‘maquette

L

'

1

1

4 -
it '
'

1

1

1

L

magquette

Lproiofype

Prototype Maquette

Figure 3.1 Prototype et maquette

Les essais sur une maquette : Permettent :

— de vérifier les calculs.

— de trouver des solutions que les théories actuelles sont incapables de fournir.
Pour tout systeme, les résultats des mesures expérimentales sur le modele ne sont transposables
au prototype que si les données définissant les problémes posés satisfont a un certain nombre

de relations. Ce sont les conditions de similitude mécanique :
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On distinguera les similitudes :
o géométrique
o cinématique
o dynamique
3.11. Similitude géométrique
Le rapport de toutes les dimensions du prototype et de la maquette doit étre constant : La
maquette doit étre a I’échelle exacte du prototype et les différentes dimensions doivent étre

reliées par le méme facteur géométrique Ke.

Dprototype _ LPrototype
KG = yre — Yp (315)
D . L .
Modéle Modéle

K : est la constante de proportionnalité géométrique.

3.12. Similitude cinématique
Lorsqu’on a ainsi caractérisé les parois solides, il faut caractériser le mouvement relatif du
fluide par rapport a ces parois.
v La similitude cinématique est satisfaite si une modification dans le temps des vitesses
sur le prototype est accompagnée d’une modification correspondante sur la maquette.
v’ La similitude cinématique traduit seulement le fait que le facteur de proportionnalité
géométrique (d’échelle), Kg, est égal au produit des facteurs d’échelle de temps, K, et

de vitesse, Ky.

L V=t
KG — Prototype — Prototype :KV Kt (316)
Lmodele V*tpmodele
t 14
AVGC : Kt — Prototype et, KV — Prototype
tModele VModele
Pour la grandeur accélération :
K
ay = K_(z;ap (317)
t

Les relations précédentes peuvent étre réarrangées davantage :

Vp _ Lm/ty _ Kg _
—=——=—=K 3.18
Vm Lp/tp K¢ 4 ( )

ap _ Lm/tw _ K¢ _

o 1T K K, (3.19)
o _ e K _

o Lt K K, (3.20)
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3.13. Similitude dynamique (forces, inertie, pesanteur, pression, viscosité, ...)

On parle de similitude dynamique lorsque les forces en deux points homologues du prototype
et de la maquette sont dans un rapport constant :

Ke =M (3.21)

Fp

Pour qu’il y ait similitude dynamique, il est obligatoire qu’il y ait également similitudes
géométrique et cinématique.

La masse volumique :

K
Pu =g prs Ku =M (322)
La pression :
K
Py — K_Igpp ; Km = Z_Z (3.23)

La loi fondamentale de la dynamique (La deuxiéme Loi de Newton) s’applique, lorsqu’on
travaille sur le prototype ou sur la maquette :

Fp =mp.ap (3.24)
Fy =my.ay (3.25)
Fy _ mmam _ Py L Kg
Fp  mpap pplp XK% (326)
2
K
Z&ﬂ%f)zgﬁﬁ (327)
En remplacant Fm, mm et av, des équations précédentes, on obtient :
Kp. Fp = (Ky.mp) (%) ap (3.28)
t
On divise ensuite par Fp le membre de gauche et par (mpxap) le membre de droite (ona F =
ma) :
Km K
Kp = % (3.29)
t
Ou:
— Km.Kg
1= WiKr (3.30)

Multiplions et divisons I’équation précédente par K2, on obtient :

_ KuK¢

2 2
_ (km) (Kc\" (K&
1= (1) () () (332)
1 = Cou o) (VEIVE) G 115) (333)
Fy/Fp
fr_—_Tu (3.34)

Pp VELE B Pm VitLis
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L’équation ci-dessus donne la condition pour avoir une similitude dynamique entre le modele

et la maquette. Le parametre adimensionnel ZLZ) doit étre le méme a des positions sur le
PLP

F
G
prototype et sur la maquette géométriquement similaires.
Exemple : Rapport des pressions dynamiques :

Pm VI\%I

= Cte (3.35)

PpVE

b) La similitude de Froude, d’Euler et celle de Reynolds
Par ailleurs, deux lois de similitudes sont trés importantes, la similitude de Reynolds et celle
de Froude :

3.13.1. Similitude de Froude : Cas ou les forces de gravité sont importantes

Elle exprime le rapport des forces d’inertie aux forces de pesanteur. On suppose alors que
celles-ci sont importantes.

La force de gravité F = mg est proportionnelle a pL3g.

Si, on remplace dans I’équation de similitude dynamique (Eq. 3.34), on aura :

PpLpg _ pylig 336
272 212 ( : )
PpVELp  pyVirlu

En inversant et apres simplification, on obtient :

2 2
o Y Nombre de Froude (Fr). (3.37)
glp gly
Donc, pour des problemes ou les forces de gravité sont importantes, le nombre de Froude doit
étre le méme a des positions géométriqguement similaires sur le prototype et sur la maquette.
3.13.2. Similitude d’Euler : Cas ou les forces de pression sont importantes

La force de pression est F = ApL2. Si on remplace dans I’équation de similitude dynamique
(3.34), onaura :

Applyp _ ApmLy
22 2 ;2 (338)
PpVELp  pyVirlu

En inversant et apres simplification, on obtient :

2 2
_prLg — —AlpML’g Nombre d’Euler (Eu) (339)
e Py M

Donc, pour des problémes ou les forces de pression sont importantes, le nombre d’Euler doit

étre le méme a des positions géométriquement similaires sur le prototype et sur la maquette.
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3.13.3. Similitude de Reynolds : Cas ou les forces de viscosité sont importantes

Elle exprime le rapport des forces d’inertie aux forces de viscosité. On suppose alors que celles-

ci sont prépondérantes. Pour les fluides Newtoniens :

e
T=Hy, (3.40)
La force de cisaillement est donnée par I’expression suivante :

— 72 = W2 _ AV o
F =1L —udyL uAyL (341)

Donc F est proportionnel a uVL.

En remplacant F par uVL dans I’équation de similitude dynamique de base (Eq.3.34), on aura :

upVplp __ UMVMmLM
2,2 22 (342)
PpVELp Py Virlm

En inversant et aprés simplification on obtient :

PPZPLP _ PMZMLM Nombre de Reynolds (Re) (343)
P M

3.14. Variables réduites
Soit L une dimension linéaire caractéristique de I’écoulement étudié (largeur d’un obstacle,

diametre d’une canalisation...). Au lieu de travailler avec les variables classiques

dimensionnelles x, y et z, on prend les variables sans dimensions :

xt =2 (3.44)
yr=2 (3.45)
zt == (3.46)

Soit V une vitesse caracteristique de I’écoulement étudié (vitesse moyenne, maximale...). Au
lieu de travailler avec les variables classiques dimensionnelles u, v et w, on prend les variables
sans dimensions :

+ =Y
ut =2 (347)
vt = 5 (3.48)
wt = % (3.49)

A partir de L et V, on peut encore définir un temps caractéristique T = L/V et une pression

Caractéristique p = pV2 et les variables sans dimension correspondantes :

tr=-"1 (3.50)

+=_P_
Et, p™ = o (351)
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Exercices Corrigés

Exercice 01 :
Une expérience est prévue pour déterminer la force (Fr) résultant de I’écoulement a faible

vitesse (V) autour d’une sphére lisse de diamétre (d).

Y

Supposons que la sphere est immergée dans un fluide visqueux »
s =D F

(1) de masse volumique (p) de sorte que les effets de surface v 4.<. —4p Force de
——=

trainée

libres sont absents. Réaliser une analyse dimensionnelle du — U —

probléme.

1°/ - Quelles sont les variables mises en jeu dans ce probleme ?

2°/- Exprimer toutes les variables énoncées par leurs dimensions (MLT)

3°/- Appliquer le théoréme de m pour déterminer les grandeurs adimensionnelles du probléme.

4°/- Exprimez la forme finale comme une relation entre les termes de pi, que peut-on conclure ?

Solution :
1°/ D’apres I’énonceé de I’exercice, ona: Fr=f (p, V, d, p)
Cette equation exprime la relation générale entre la grandeur force de trainée Fr et les différents
variables (p, V, d,u) qui affectent cette grandeur. Donc, les variables du probléme sont : n = 6.
2°/ Les dimensions des variables en fonction du systeme MLT sont :
Fr P \% d H
MLT? | ML® | LT? | L | MLT?

3°/ On voit que trois dimensions de base (m) sont suffisantes pour définir les six variables.
Selon la méthode de VVachy-Buckingham (pi), le nombre de grandeurs adimensionnelles sont :
r=m-n=5-3=2

On va sélectionner trois variables répétitives constituants les groupes adimensionnels. De
préférence ces variables représentent la géométrie, les propriétés physiques et les effets externes
du probleme étudié en plus, elles doivent étre indépendantes entre elles. Par conséquent, p, d et

V sont sélectionnées, elles sont indépendantes et représentatives.

Commencons la formulation des groupes adimensionnels par la variable Fp, le groupe I peut
étre forme par la combinaison de Fp et les variables répétitives comme :

IT, = Fpp*vPde

En termes de dimensions :

(MLT2)(MLB)A(LT)P(L)° = MOLOT®
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Pour que 77, soit adimensionnel, il faut que :

a+l=0 (pour M)
-3a+b+c+1=0 (pourl)
-b-2=0 (pour T)

La résolution du systéeme d’équation donne :
a=-1,c=-2eth=-2

Donc, on aura :

F

I, = Fpp~tvV-2d~2 = 2

1 pP oV2d2
Procédons de la méme maniére avec la variable non répétitive | restante, on aura :
IT, = upvPde
Onaura:

u 1

I, =—=—

27 pVd  Re

4°/ Finalement, on a eu les deux termes adimensionnels recherchés (17, et IT,).

On peut exprimer le résultat trouvé sous la forme :
Fp 1
pV%F-_f<EE)

Exercice 02 :

Une plaque rectangulaire mince de hauteur h et de largeur w est placée de facon normale au
courant d’un fluide en écoulement. Considérons la force de trainée, Fr que le fluide exerce sur
la plaque est une fonction de h, w, la viscosité du fluide, u et p sa masse volumique
respectivement ainsi que la vitesse d’approche V du fluide, tel que : Fr =f (h, w, u&, p, V).
Déterminer les grandeurs adimensionnels appropriées (1, 7, ....) qui permettent d’étudier ce

probléme expérimentalement.

Solution :

D’apreés I’énoncé de I’exercice, on a : Fr =f (h, w, &, p, V)

Cette equation exprime la relation générale entre la grandeur force de trainée Fr et les différents
variables (h, w, u, p, V) qui affectent cette grandeur.
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Les dimensions des variables en fonction du systéme MLT sont :

Fo w | h V! Jo; V
MLT2 | L | L | MLITY | ML® | LT?

On voit que trois dimensions de base sont suffisantes pour définir les six variables.

Selon la méthode de Vachy-Buckingham (pi), le nombre de grandeurs adimensionnelles sont :

r=m-n=6-3=3

On va sélectionner trois variables répétitives constituants les groupes adimensionnels. De

préférence ces variables représentent la géomeétrie, les propriétés physiques et les effets externes

du probléme étudié en plus, elles doivent étre indépendantes entre elles. Par conséquent, w, V

et p sont sélectionnées, elles sont indépendantes et représentatives.

Commencons la formulation des groupes adimensionnels par la variable Fp, le groupe I peut

étre forme par la combinaison de Fp et les variables répétitives comme :

IT, = FpwVPp°
En termes de dimensions :
(MLT2)(L)A(LTH)P(ML3)° = M°LOT®

Pour que 77, soit adimensionnel, il faut que :

1+c=0 (pour M)
l+a+b-3c=0 (pourl)
-2-b=0 (pour T)

La résolution du systéeme d’équation donne :
a=-2,b=-2etc=-1
Donc, on aura :
Fp
w?2V?p
Par la méme procédure avec la variable non répétitive h, on aura :

I, = hwaV?bp°

I, = Fow™ 2V 2p71 =

Onaura:
H—h
2_W

De la méme maniére avec la variable non répétitive | restante, on aura :

Il = pweV? pf
Onaura:
u 1
L =—=—
3 wVp Re
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Finalement, on a eu les trois termes adimensionnels recherchés (11, IT, et I15).

On peut exprimer le résultat trouvé sous la forme :

Fp <h 1)
w2l2p 9\w'Re
Exercice 03 :

Un navire, de taille caractérisée par une longueur L, est en mouvement a la vitesse V. L'eau dans laquelle
le navire avance exerce une force de résistance (force de trainée), Frrainée, au mouvement qui dépend, a
part de L et V, de la masse volumique, p, de la viscosité dynamique u et de la tension superficielle os

de I'eau ainsi que de la pesanteur g, par la fonction suivante :

FTrainée = g(L, v, P, U, O, g)

Déterminer les groupes (nombres) adimensionnels qui peuvent étre utilisés pour relier les grandeurs du

probléme par I’application de la méthode de Vachy-Buckingham.

Solution :

Choix des variables fondamentales : p, U et L tel que les variables restant, y, g et o soit de
dimensions indépendantes.

D’apreés la méthode de Vachy-Buckingham, ona:r=n-m=7-3=4

Commencons la formulation des groupes adimensionnels par la variable Frraince, le groupe Iy
peut étre formé par la combinaison de Frraince €t les variables répétitives comme :

Iy = Frraingep®VP1°

En termes de dimensions :

(MLT2)(ML3)3(LT1)P(L)¢ = MOLOTO

Pour que 77, soit adimensionnel, il faut que :

l1+a=0 (pour M)
1+-3a+b+c=0 (pourl)
-2-b=0 (pour T)

La résolution du systéeme d’équation donne :
a=-1,b=-2etc=-2
Donc, on aura :

FTrainée
IT; = Frrqimeep V72172 = ——=
1 TTameep pvzlz
On procede de la méme maniere avec les autres variables non répétitives, u, g et o, on trouve :

=_H . :‘g—l' =9
pvi '’ 37 yz 47 pva

I,
Finalement, la force de trainée peut étre exprimée :
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FTrainée :f< H gl o )

pV2[2 pV1 V2 pV2]
ou,
u gl o
Frrainge = PV*1I*f <m aﬁam ) = pV2I2f(Re,Fr,We)

Exercice 04 :
Dans ce probleme, on discute le vidange d’un réservoir. C’est-a-dire que le fluide s'écoule sous
I’effet de la gravité (g) par un petit orifice de diamétre (d) au fond du réservoir. La hauteur de
la surface libre du fluide est, (h), le réservoir a une hauteur (H)
et un diametre (D). Lors du vidange, la hauteur (h) du fluide

diminue avec le temps, (t). Cette variation de la hauteur de la g

surface libre est fonction des variables sous la forme : l ]
h=f(H, D,d, g, t).
1°/- Exprimer toutes les variables énoncées par leurs dimensions (MLT)

2°/- Appliquer le théoreme de w pour déterminer les grandeurs adimensionnelles du probléme.

Solution :
1°/ Les dimensions des variables mise en jeu en fonction du systéme MLT sont :
h|H|D]|d g t
Li{L|L|[L|LT?2|T

2°/ On voit clairement que deux dimensions de base sont suffisantes pour définir les six
variables.

Selon la méthode de Vachy-Buckingham (pi), le nombre de grandeurs adimensionnelles sont :
r=m-n=6-2=4

On va seélectionner deux variables répétitives constituants les groupes adimensionnels. De
préférence ces variables représentent la géomeétrie, les propriétés physiques et les effets externes
du probléme étudié en plus, elles doivent étre indépendantes entre elles. Dans notre probléme,
les propriétés du fluide ne sont pas considérées. Par conséquent, H, et g sont sélectionnés, elles
sont indépendantes et représentatives.

Commencons la formulation des groupes adimensionnels par la variable h, le groupe Iz peut
étre formé par la combinaison de h et les variables répétitives comme :

IT, = hH%g"

En termes de dimensions :

(L)L)ALT?)°= LT
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Pour que 77, soit adimensionnel, il faut que :
1+a+b=0 (pourl)

-2b=0 (pour T)

La résolution du systéeme d’équation donne :
b=0, et a=-1

Donc, on aura :

h
I = hH g% = —
1 ) H
Procédons de la méme maniére avec les autres variables non répétitives, D, d et t, on trouve :
_D. _ad. _ /g
L= I = I, =t |-

Il est facile de Vérifier que tous les groupes adimensionnels sont homogenes en termes de
dimensions.

Finalement, la relation de base h =f (H, D, d, g, t), peut étre réécrite comme suit :

Exercice 05 :

On doit réaliser une maquette d’avion au 1/20, (voir figure) a essayer dans une soufflerie a
densité variable a la méme vitesse que le vrai modele d’avion (prototype). Avec I’hypothése
que la température et viscosité dynamique de I’air ne changent pas.

A quelle pression doit fonctionner la soufflerie ?

a) Une maquette d’avion b) Avion prototype

Solution :
Pour satisfaire a la similitude dynamique, on doit égaler les nombres de Reynolds :

PpYpDp _ pMVMDMm
Up UM
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D’apreés les hypothéses du probléeme, up=pm et T,=Tw il vient donc :
ppDp = puDy Avec, la condition de fonctionnement, Vpo=Vwm

=M= = py=20p,

Alors, — =
PM Dp 20

Le fluide de travail est de I’air qui est un gaz parfait (pv = mrT).

Donc, p = 2L = prT Avec : rT=Cte

4

La pression est proportionnelle a la masse volumique, donc la soufflerie doit étre a 20 atm.

Exercice 06 :

Les caractéristiques d'un dirigeable (ballon) de 5 m de diameétre et de 60 m de long doivent étre
étudiées en soufflerie. Si la vitesse du dirigeable dans l'air immobile est de 10 m/s et si un
modéle réduit (maquette) a I'échelle 1/10 doit étre testée, quelle vitesse dans la soufflerie est-
elle nécessaire pour assurer la similitude dynamique ? On suppose que les températures et les
pressions de I"air restent les mémes pour le prototype et pour la maquette.

Solution :
Pour une similitude dynamique dont les forces visqueuses sont importantes, on opte pour :

Rep = ReM

() -(2),

Puisque le modeéle et le prototype utilisent tous deux de I’air a la méme température et a la
méme pression, ona:yp =¥y
Il vient :
Vy = Vp (ﬁ) =102 = 100 m/s
Dy 1

Exercice 07 :
Un dirigeable (un ballon) a une longueur Lp, une vitesse Ve = 6 m/s dans I’air. On utilise un
modele réduit de longueur Lm = Lp/30 et on fait des essais dans I’eau.

a- Déterminer la vitesse Vm

b- On mesure le frottement sur le modeéle, soit Fom = 2700 N. Calculer le frottement sur le

prototype Fp.
c- Calculer la puissance mécanique nécessaire en kW pour motoriser le prototype.

Ondonne:  pair = 1.205 kg/m3 ; pair = 18 10 Poiseuille
Peau = 998 kg/m3 ; Heau = 10-3 POISGUIlle
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Solution :
a) Détermination de la vitesse du modele, Vm
A partir de la similitude de Reynolds, on écrit :

VmL VplL L
Rey = Rep = ~ BPMIMXM _PPTPTP - gyec: -2 =30
UM up Ly
Lp
(998)Vm (- 1.205)(6.0)(L 401.666
r (55) _ @205)( 0 o = 1207 m/s
1073 18.1076 33.26

b) Détermination de la force de frottement sur le prototype, Fp
Pour trouver la force de frottement sur le prototype, on utilise la relation de similitude

dynamique :
Fo | _ Fp
pv2L2l,  pv2L2|
ppVEIL3 1205(6%) .
=Fp,——5 = ——— = 725021 N
Fop = Fou PRz 2100358(12.07) (30°) =7250

c) Calcul de la puissance mécanique nécessaire en kW pour motoriser le prototype
Py = Fp,.Vp = (725.021)(12.07) = 8751 W

Exercice 08 :

La similitude des pompes est basée sur la comparaison de nombres adimensionnels : nombre
de Reynolds, nombre d'Euler, nombre de Rosshy, etc. Supposons que les seuls nombres qui
affectent I’écoulement sont les nombres de Reynolds et d'Euler. Le débit de la pompe
imaginaire est de 0,25 m®/s et 'augmentation de la pression pour ce débit est de 2 Bars & 2500
kW. En raison de la demande croissante, il est suggéré de remplacer la pompe par une pompe 4
fois plus grande. Quel est le nouveau débit estimé (Qp), 'augmentation de pression (Ape) et la

puissance de cette pompe (Pp) ?
Solution :

Il prévoyait que le nombre de Reynolds contr6lait la situation. La densité et la viscosité

restent les mémes et par conséquent :

UnmDm _ UpDp

Re,, = Re =
m P Ym Yp

(Le fluide de travail est le méme, d’ou : ym= yp)
—_ Dm
Donc, Up = Un
P

On peut remarquer que la situation initiale est considérée comme le modeéle et que la nouvelle

pompe est le prototype. Le nouveau débit, Q, dépend du rapport entre la surface et la vitesse,
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&: ApUp ~ 0,=0 ApUp _ D3Up
Qm  AmUnm "M AnU, T DEU,
Ainsi, le débit prototype est :

Dp ’ m3
o= 0n(22) =oz5es =10 1]

sec
m
La nouvelle pression est obtenue en comparant le nombre d'Euler a:

Eup = Eu,,
Ap [ Ap

1 11
2P0/ \5pU%

m

Un réarrangement de I’équation précédente donne :

(ap)r _ (pU?)p _ U
Ap)m  (pU?),, UZ

Utilisant la premiére relation (ci-dessus), on obtient :
2
D
App = Apm, (i)
La puissance peut étre obtenue de la relation suivante :
W F.l
Pp=—-=

=——=FU = pAU
t t p

Dans cette analyse, on suppose que la pression est uniforme dans la section transversale. Cette
hypothése est appropriée car seuls les flux secondaires dans la direction radiale. Par conséquent,
le rapport de puissance entre les deux pompes peut étre écrit comme suit :

Pp (pAU)p

B, (pAU)y,
En substituant les rapports (Pp/Pm), (Ap/Am) et (Upy/Um) du membre droit de I’éq. ci-dessus en

fonction de (Dy/Dm) conduit a :
Po  ppApUp (Dp )2 (Dp )2 (Dp) B (Dp)s

2 2
— (D . Ap _ (D . Up _ Dp
aves,  mo() . deo(m)} . w_om
Pm Dm Am Dm Umn Dm

99



Chapitre 03 Analyse dimensionnelle et similitude

Exercice 09 :
Une maquette d’hydravion est réalisée a I’échelle, K; = 1/10. Elle décolle a la vitesse, V,, =
50 km/h. En négligeant I’influence de la variation du nombre de Reynolds sur le coefficient
de portance, C,, calculer la vitesse V, du prototype taille réelle.

h-:ﬁa—}

a = ey
e S—_

N ALAN AN AN
NANA S ANANA NS

Solution :

Le décollage se produit lorsque la portance est égale au poids de I’appareil, d’ou :
1
W =F, =5 C,pAV?
Comme dans les mémes conditions, le coefficient C, ne varie pas et la masse volumique p de

I’air reste constante, ona:

F, Wy _ AyVi

ZM _
E W  ApVE

zp

Le poids (W) de I’hydravion est proportionnel a sa masse volumique et au cube de ses
dimensions linéaires, d’ou :

W = pl3

En considérant que la maquette et le prototype sont construits dans le méme matériau, on peut
écrire :

Wy _ Ly

w3

De la méme facon les surfaces sont proportionnelles au carrée des dimensions linéaires, d’ou :
Ay 1y

A1

Onadonc:

v2iE 13

VR

D’ou :

Avec,
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Ly 1
KG — E — 1—0

D’ou :

V, = 50v/10 = 158 km/h.

Exercice 10 :

Une conception intelligente de I'avant d'un navire doit étre testé dans un bassin d'eau. Une force
de trainée de 12,2 N est mesuree sur le modéle a échelle de 1:20
lorsqu’il est remorqué a une vitesse de 3,6 m/s. 1l faut noter que
dans un tel probleme, les forces de gravité sont importantes.
Déterminer :

1°/ La vitesse correspondante du navire prototype ;

2°/ La force de trainée a prévoir sur le prototype.

Solution :

1°/ Sur la base de la nature de I’écoulement, on voit que le navire dans son mouvement dans
I’eau subit les effets de forces de gravité plus que ceux de la viscosité. Par conséquent, on utilise
dans ce cas la similitude de Froude pour les caractéristiques cinématiques. Alors, on écrit :

%4
FTP = FTM OI’, ﬁ

_V

p

M

Puisque la gravité au niveau de la terre ne varie pas de maniere nette, il vient donc :

v l
- _| = Vp =V, |2 =36v20 =16.1m/s
p Vil In

2°/ Pour trouver la force de trainée sur le prototype, on utilise la relation de similitude

Y
Vi

dynamique :

Fp
pV212

— Fp
P pV212

Avec: F =mg = pl3g
M

Il vient donc :

2,2 2,2 5
Top = L% R, =Fp, 22 = 1221902 = 41000 N

Fpy  PyuVili Py Viala 3.62

Fp, = 41000 N.
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Annexe

Unités et conversions

Autres unités
Nom Symbole | Dimensions Uniteé S Nom, symbole | Valeur en SI
Longueur L L métre (m) pouce (in) 2.54x10° m
pied (ft) 30.48x102m
Surface SouA L2 meétre carré pouce carré 6.451x10™
(m2) (in?) m2
pied carré (f2) | 9.29x102 m?
Volume Vv L3 meétre cube litre (1) 10° m®
(m?)
Masse m M kilogramme tonne (t) 10° kg
(kg) livre (Ib) 0.4536 kg
Masse P ML kilogramme par | gramme par 10 kg/m?3
volumique meétre cube centimétre cube
(kg/m®) (glcm®)
t T seconde (s) minute (min) 60 s
Temps heure (h) 3600 s
jour (d) 8.64x10%s
année (a) 3.165x10" s
Vitesse Y, LT? meétre par kilomeétre par 0.2778 m/s
seconde (m/s) | heure (km/h)
Force F MLT? newton (N) kilogramme- 9.80665 N
force
Energie, w L°MT= | Joule (J) calorie (cal) 41851
travail, watt-heure 3600 J
quantité de (w.h) 1.056x10%J
chaleur British thermal
unit (Btu)
Puissance P L2MT3 | watt (w) 1 cheval vapeur | 736 w
(ch din)
Contrainte, o, p ML?T2 | pascal (pa) bar 10° pa
pression livre par pouce | 6.895x10% pa
carré (psi)
Viscosité L LMIT? | pascal-seconde | Poise (P) 10 pa.s
dynamique (pa.s)
Fréquence f Tt hertz (hz) cycle par 1hz
seconde
o A Radian (rad) degré (°) 7/180 rad
Angle plan tour (tr) 2 rad
minute (°) /10800 rad
seconde () | /64800 rad
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